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AVERTISSEMENT. 



Dans le Discours placé en tête du premier volume de ce Traité, oo 
a Éait connaître les principales améliorations que Tauteur avait appor«- 
tées à la théorie des fonctions elliptiques , publiée précédemment dans 
ses Exercices de Calcul intégral. L'une des plus considérables est la 
découverte d'une seconde échelle de modules , différente de celle qui 
était seule connue à cette époque; l'auteur Ta développée dans le 
chap. XXXI du tome I, el l'on doit observer que cette découverte date 
du commencement de i8a5^ puisque le tome I, qui la contient, a été 
présenté à l'Académie des Sciences dans sa séance du la septembre 
de la même année. La seconde échelle dont il s'agit complétait, à 
beaucoup d'égards, les travaux de l'auteur dans cette théorie; elle 
ofiFrait une route facile pour parvenir à plusieurs beaux résultats d'Ana- 
lyse, qu'il n'avait pu démontrer jusque là que par des intégrations très 
laborieuses; la nouvelle échelle des modules pouvait se déduire d'un 
module donné, par de simples extractions de racines quarrées et cu- 
biques , ce qui fournissait des approximations beaucoup plus rapides 
que celles qu'on obtient par l'ancienne échelle; enfin, par la combinai- 
son des deux échelles , on pouvait multiplier d'une manière prodigieuse 
les transformations des fonctions de la première espèce , ce que l'auteur 
avait rendu sensible en construisant une sorte de damier, infini dans 
ses deux dimensions , dont toutes les cases pouvaient être repiplies par 
les diverses transformations dont est susceptible une seule et même 
fonction. Il n'était donc guère probable qu'on pût aller plus loin dans 
cette partie de la théorie des fonctions elliptiques. 

Cependant un jeune géomètre, M. Jacobi de Kœnigsberg, qui n'avait 
pu avoir connaissance du Traité des Fonctions elliptiques , dont la pu- 
blication ne date que de Janvier 1827, était parvenu , par ses propres 
recherches, à découvrir non -seulement la seconde échelle dont nous 
Tenons de parler, qui se rapporte au nombre 5, mais une troisième qui 
se rapporte au nombre 5, et il avait acquis déjà la certitude qu'il doit 
en exister une semblable pour tout nombre impair proposé. 
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L'annonce de cette belle découverte analytique parut dans le n* ia3 
du Journal astronomique de M. Schumacher, où l'on trouve deux théo^ 
rèmes particuliers concernant la formation des échelles affectées aux 
nombres 5 et 5 , et de plus , un théorème général pour former l'échelle 
applicable à un nombre impair quelconque. 

La démonstration de ce théorème général parut peu de temps après , 
dans le n"" 127 du même Journal; elle mit dans tout son jour la grande 
sagacité de l'auteur et la fécondité des méthodes par lesquelles il avait 
su vaincre les difficultés de son sujet. Ce théorème étant établi pour 
tout nombre impair, il fut aisé d'en conclure que, pour chaque nombre 
entier ou seulement rationnel, on peut former une échelle particulière 
de modules qui donnera lieu à une infinité de transformations d'une 
même fonction de première espèce, lesquelles seront toutes détermi- 
nables algébriquement. 

On ue mentionne ici que les premiers pas faits par M. Jacobi dans la car- 
rière qu'il s'est ouverte ; les espérances que ses premiers succès avaient 
fait concevoir ont été just^ées depuis, par les nouvelles publications 
qu'il a insérées dans le Journal de M. Schumacher, et dans celui de 
M. Crelle de BerUn; elles le seront encore plus complètement par. 
l'ouvrage qu'il se propose de publier bientôt, sous le titre de Funda- 
menta novœ theoriœ functionum ellipticarum. 

Il nous reste à parler des belles recherches sur la même matière , 
que M. ^bel de Christiania^ digne émule de M. Jacobi, a lait paraître 
presque en même temps, dans le Journal de M. Crelle et dans celui de 
M. Schumacher. Le premier Mémoire de M. Abel, imprimé sous le 
n* la, dans le tome JI du Journal de M, Crelle, forme déjà une théo- 
rie presque complète des fonctions elliptiques, considérées sous le point 
de vue le plus général. On y trouve , i **. les propriétés fondamentales 
de ces fonctions et de leurs inverses , établies sur l'idée heureuse et 
entièrement neuve de l'introduction des iraagiuaires dans ces fonctions ; 
3"*. des méthodes pour construire , de la manière la plus simple , les 
formuler qui servent à la multiplication et a la division des fonctions ; 
3*. des développemens très étendus sur la réduction au moindre degré 
possible , et la résolution des équations algébriques qui servent à diviser 
toute fonction proposée, ou seulement la fonction complète; 4*. des 
formules nombreuses pour défrelopper. les fonctions en séries et pro^ 
duits infinis. 

Un second Mémoire de M. Abel, imprimé sous le^n* xi, dans le 
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tome III du Journal de M. Crelle, ofire des résultats très remar- 
quables, 1*". sur la division de la fonction particulière dont le module 
est sin45% laquelle représente des arcs de lemniscate; a^. sur la trans- 
formation générale des fonctions de la première espèce, ce qui donne 
lieu à Fauteur de démontrer , d'une manière très simple et très ^irecte , 
les deux théorèmes généraux précédemment publiés ou annoncés par 
M. Jacobi. 

Nous n'entrerons pas dans d'autres détails sur les travaux de ces 
deux jeunes géomètres, dont les talens se sont annoncés avec tant 
d'éclat dans le monde savant ; on conçoit maintenant que l'auteur de 
ce Traité a dû applaudir vivement à des découvertes qui perfection- 
naient beaucoup la branche d'Analyse dont il est en quelque sorte le 
créateur. Il a formé dès lors le projet d'enrichir son ouvragé d'une 
partie de ces nouvelles découvertes , eu les présentant sous le point de 
vue le plus simple et le mieux coordonné à ses propres idées. Tel est 
l'objet des deux Supplémens qui suivent, et de ceux que l'auteur 
pourra peut-être y joindre , par la suite , pour en former le tome III de 
son Traité. 
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PREMIER SUPPLÉMENT 



Après m'être occupe pendant un grand nombre d'années de la théorie 
des fonctions elliptiques , dont Pimmortel Euler avait posé les fohdemens ^ 
j'ai cru devoir rassembler les résultats de ce long travail dans un Traité 
qui a été rendu public au mois de janvier 1827. Jusque là les géomètres 
n'avaient pris presque aucune part à ce genre de recherches; mais à peine 
mon ouvrage avait-il vu le jour, à peine son titre pouvait-il être connu 
des savans étrangers, que j'appris, avec autant d'étonnement que de satis- 
faction, que deux jeunes géomètres, MM. Jacohi (C.-G.-J.) de Kœnigsberg 
et Ahel de Christiania , avaient réussi , par leurs travaux particuliers , à 
perfectionner considérablemeut la théorie des fonctions elliptiques dans ^% 
points les plus élevés. 

Bientôt les n^ isS et 127 du Journal astronomique de M. le professeur Schu* 
mâcher, et une lettre particulière de l'auteur, me firent connaître d'une ma- 
nière positive en quoi consistaient les découvertes de M. Jacobi. Je reçus 
presque en même temps un cahier du Journal de M. Crelle de Berlin , où se 
trouve un Mémoire de M. Abel, contenant des découvertes très remarquables 
dans une autre partie de la théorie, qui a cependant beaucoup d'analogie avec 
celle dont s'est occupé M. Jacobi, puisque, par un second Mémoire im- 
primé dans le même Journal , on voit que M. Abel a pu déduire de ses 
formules l'un des deux théorèmes généraux de M. Jacobi. 

Une connaissance approfondie des plus belles méthodes de l'analyse et 
l'heureux emploi de plusieurs idées fort ingénieuses se font remarquer dans 
les productions de ces deux jeunes géomètres. La science a pris dans leurs 
mains un tel essor, qu'il est à croire que les résultats qu'ils ont déjà obtenus 
seront suivis d'un grand nombre d'autres non moins intéressans. 

Dans cet état de choses, j'ai pensé que mon ouvrage deviendrait bientôt 
incomplet , si je ne me hâtais d'y ajouter de nouveaux supplémens, dans 
lesquels j'exposerais les découvertes récentes avec tous les développement 
dont elles sont susceptibles. 

I 



2 FONCTIONS EtUPTIQUES , 

Le premier supplément, que je publie aujourd'hui dans cette vue, a pour 
objet principal les deux théorèmes généraux découverts par M. Jacobi. Le 
premier sera démontré par la méthode même de l'auteur , publiée dans le 
n* 127 du Journal de M. Schumacher; le second sera d'abord déduit du 
théorème V"" , et ensuite démontré d'une manière particulière et directe. 

Au moyen de ces deux théorèmes, j'ai pu traiter d'une manière complète 
tout ce qui concerne l'existence des différentes échelles de modules, expri- 
mées en quantités réelles (*) , et par suite tout ce qui concerne les transfor- 
mations réelles, infiniment multipliées, dont est susceptible toute fonctiop 
elliptique donnée de première espèce. • 

Lorsque deux fonctions de cette nature peuvent être exprimées l'une par 
l'autre , on peut supposer qu'elles appartiennent à la même échelle , et 
alors il existe entre leurs modules une équation très simple , quoique 
sous forme transcendante, laquelle tient lieu d'une équation algébrique^ 
qui est en général d'une recherche très difficile. Cette équation transcen- 
dante peut être regardée comme l'un des théorèmes les plus beaux et les 
plus féconds de cette branche d'analyse. J'en ai fait voir l'usage pour 
trouver avec beaucoup de facilité les différens termes, même les plus éloi- 
gnés, d'une échelle de modules correspondante à un nombre donné. 

Après avoir épuisé tout ce qui a rapport à la transformation des fonctions 
elliptiques de la première espèce , il était naturel de s'occuper des fonc- 
tions de la seconde espèce. Je démontrerai que ces fonctions sont suscep* 
tibles de transformations analogues à celles de la première espèce , et en 
même nombre. Les formules sont plus compliquées, a raison de la quantité 
algébrique qu'elles contiennent ; mais elles se simplifient beaucoup dans le 
cas des fonctions complètes , où la quantité algébrique disparaît. 

Je n'entrerai point dans d'autres détails sur les recherches assez nom- 
breuses qui composent ce premier supplément ; il sera terminé par l'appli- 
cation des deux théorèmes de M. Jacobi aux cas de /> = 3 et /? = 5 , 
qui donnent naissance à la première et à la seconde des nouvelles échelles. 

Dans le second supplément et les suivans , s'il y a lieu , je continuerai 
d'exposer ce que les découvertes nouvelles offrent de plus remarquable , 
en y joignant mes propres observations et les développemens convenables. 

Paris « le 12 août 1828. 
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(^) Le mot réelles est placé ici parce qu'il existe axialjtîquçment des tr;tnsfbroaiatioD8 
imaginaires dont nous n'ayons pas fait mention y et qui sont en bien plus grand nombre 
que les transformations réelles. 
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§ P'. Démonstration du théorème 1" de M. Jcucohi. 

I . Soit p un nombre impair pris à volonté , F (A: , ç) une fonction ellip- 
tique de première espèce, dont le module donné est k^ et dont l'amplitude 
(p peut avoir une valeur quelconque depuis zéro jusqu'à l'infini. Appelons 
A^ la valeur particulière de (^ qui, pour un nombre entier quelconque m, 

donne F (k , et.) =3 — F'A:. Au moyen de l'amplitude variable <p et des 

angles constans ^ 1 9 «tj , ets , • . • «b^.« , déterminons une seconde amplitude 4 
par la formule trigonométrique 

(1) tang(45--H) 

tanar/'ï^-r-»/»^ tangi(tf»— ^ tapgHtf3+ ^) tangK^s— < p) taiigi(dp.^±:y) 

"■ ^'^•^ ^^'^^•tangi(ce,+^)-tatigi («3— (p)'taiigK*5+^) •••'* tang^C^p^zprt ' 

où l'on prendra le signe supérieur si /? = 4^ + i > et l'inférieur si 

La loi d'accroissement des variables ^ et %|/ sera développée ci* après; 
il suffit, pour le présent, de remarquer que la valeur de (p étant comprise, 
comme on peut toujours le supposer, entre ^^-.1 et «m+m celle de '^ sera 

comprise entie (2/1 — i) - et (an 4* i) -. Cela j)Osé, voici e& quei €k)nsiste 

le tbéorème général que nous voulons démontrer : 

c( D'après la relation entre leB amplitudes ^ et 4 donnée par l'équa- 
j^ » tion (i), toute fonction donnée F(Â:, (p) peut être transformée en une 

y> autre F (A , ^z) j de soi^te qu'on aura 

(a) F(A:,(P) = f*F(A,4), 

» le module h et le régulateur /t étant des constantes qu'on pourra 
y> toujours déterminer en fonctions du module donné k et du nombre 
» donné p. » 

On aura , par exemple, pour cette détermination, les formules 

ï 1 ï , I _. 1 .r 1 

2^ sin «ti sin cts «i» *5 ^^ sm ^_a " ' 

A = aA:/^ (sin a, — sin «s -|- sin «5, . . . =p sin tf^_, =fc ^). 

Et, pâfce qu'on a en même temps ç = ^'7fet4==^'T''^j l'équation (2) 
donnera dans ce cas F*A = ^inF'*, ou KttzpfM^ en désignant, comme 
nous le ferons ci-après , par K et H les fonctions complètes F'A ^ F'A, 

I.. 
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2. Pour parvenir à la démonstration de cette formule générale de trans- 
formation qui s'applique à tout nombre impair donné p^ il est nécessaire d'é* 
tablir quelques dénominations nouvelles et quelques lemmes employés par 
M. Jacobi dans le nouveau genre d'analyse que nous avons à exposer. 

Soient en général F^ et F^ deux fonctions dont le module commun est 
ky et telles qu'on ait 

F(p + F4 = F(r et F<p — F4 = Ffl, 

on aura par les formules connues (n*** i8 et ig, tome I) 

sin ç cos ^J/ V^(i — ft* sîn* •>[,) + ^in 4^ cos ^ \/(i"~ ^* «m* ç) 

sin cr := la « ft ^ • > < ' ' y 

I — K* sia ç sior v 

sm^cos4/t/(i — it'sîn*^) — sm4'Cos^l/(i — ft*sîn'^) 

I — k* sm" 9 sin* 4^ ' 

d'où résulte 

sio cr + sin fl ^^_ÉRl^p^JZ^'Jï , 

" I — ifr* sm* 9 sin* 4 

. A sin* ^ — sîn* J/ 

SmO'SmUs TT-r-: t-t-t l 

I — ife* Sin* ^ sin* 4 
donc 

y . \/ • /iv X— ifr*8În*^8in*4'+sîïi*^ — 8in*4*— 2 8in^co8 4l/(ï"-^*sin*4) 

(i— «mo*Xi*--sm0) s= 21 Z-J " ra - >\> ' > ■ — ^^-^^-^^ ^ • 

^ '^ ^ I — ifr* sin* ^ sin* 4 

Désignons par F4 et F^' deux fonctions dont la somme soit ^le à la 
fonction complète F'it , et soit kf le complément du module kj en sorte qu'on 
ait k^ + kf^:=:i y on aura (n® i8, tome I) les équations 

f — cos4^ I ^__ y sin ^' 

sm-+ — ^^^_^.^.^.^,j, cûs ^|. — p^^— jqr^q75 , 

ft' tang 4 tang 4' = i > A:'»= (i — A:* sin* 4) (i— ** sin' 4')* 
Au moyen de ces formules , la valeur du produit précédent devient 

/ • \/ • û\ (i— A*) (sin4' — sînrt* 

(i - srn cr) (1 - sin 6)= L__iA___,_Ii j 
et il en résulte l'équation suivante 

/o\ \ sin 4 / _ (i — sîn y) (i — sin Q 

W I — ib*sin*^8in'4"^ cos* 4 

3. Appelons la fonction F (A , ^) ou l'intégrale JtttjZTW^^) P"^ 

. à compter de ^ = o. Si l'on fait sin ^ = x ^ il sera utile de considérer la 
fonction Ç sous cette forme 
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^ r dx 



OÙ l'intégrale est prise à compter de J!X=o. Et parce que a: est le sinus de l'am- 
plitude de la fonction ^, nous le désignerons ainsi: ar = sin. amp. ^, ou 
plus simplement, a:=:sin AÇ. Si l'on a une seconde fonction F(p' ou ^' qui 
soit le complément de F^ ou ^, en sorte qu'on ait F9 + F^'=F'A:=R, la 
même variable x, qui est le sinus de l'amplitude de la fonction ^, et que 
nous désignerons par l'expression a: = sin A^, sera en même temps le si- 
nus du complément de l'amplitude de la fonction ^ 3 ce que nous désigne- 
rons ainsi : 0:= sin co-ampl. ^', ou plus simplement , a: = sin GA . ^. 

Par exemple y soit ^=f K, on aura à la fois a:=sinA. jK=sinCA.|K j 
de même, si ^ =S' K, on aura à la fois 

x = sin A (2 r) = sin CA (Ç=^k) 

Ces dénominaXions abrégées, qui servent à exprimer les sinus des ampli-- 
tudes par les fonctions, sont utiles pour donner une nouvelle extension à 
l'analyse ordinaire qui exprime les fonctions par les amplitudes. 

4. Ayant fait sin ^ = ^ ^ si l'on fait de même sin 4 = ^ , l'équation 
F (A , ^) = ftF ( A , •>!/) sera ainsi exprimée 

/* dx /^ û(y 

1/(1 -*•). t/(i - ftv) — '^y v/o- y^). t/(i-'Ây) > 

et nous aurons occasion de remarquer qu'il y a des avantages particuliers 
attachés à cette forme. 

Maintenant, il s'agit de démontrer que l'équation (2) est généralement 
satisfaite par l'équation (i), en déterminant convenablement les constantes 
fi et h^ au moyen du module donné k et du nombre impair donné p. Pour 
cela, nous ferons un léger changement à la question , en supposant qu'il 
s'agit de démontrer l'équation suivante , où les signes ambigus se dé- 
terminent en prenant le signe supérieur lorsque p^ss/^i'^i^ et l'inférieur 
lorsque p = 4^— -t : 



Y sinA.— j y sînA. — y y sînA. — y 



(4) I— J=(ïqF^). s 3|r «• 

I— ftVsin'CA.- I— AVsin^CA.— i—t^x^sinCk.— 

P P P 

ce produit devant avoir pour dernier facteur 



• • • 
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En effet , si dans cette équation on change à la fois le signe de x et 
celui de j^ , on aura une seconde équation , et la division de l'une par 
l'autre donnera 



V«inA.-W VîiiA.--*y \ 




Or, on a 



P^ P ^ /> ' 



"^ — y 



tang*(45o-i4), ig^ = tang*(45»=fci^). 



Cette dernière équation revient donc à Téquation (i) , qui sera ainsi dé* 
montrée si Fon démontre l'équation (4). 

5. Dans cette vue , faisons l'application du lemîne contenu dans l'é- 
quation (3), où nous supposerons sin^=sx^ >J/'=A. — , ^sssCaY— ^ 

^ A. ( ^~" "* R. j '1 ce <|ui donne 

F(r = F(p + F4 s= ^ +^=^ R , 

P 

Ffl=F(p-F+ = ?-£=2îK, 

àm«rŒ:sinA.(^+«=^K), 8itt9= sin A.(Ç^«=2ÎK). 

On aura donc , en vertu de ce lemme , la formule suivante , qui t'ap- 
plique à toute valeur du nombre entier m : 

i-/f*»8m'CA.— 008'CA.— 

P P 

Au moyen de cette formule, dans laquelle on fera successivement ms=i, 
ZfS,..,p — af Féqviation (4) se réduira k la forme 
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où P désignera le produit des p—-i fecteurs suivans : 

sin A (f + -R), I =t sin a(^ — - R) , 

I q=8in A(e+|R), i =f «n A(e-|R), 

(5) / I db sin A(| + -JL), i =fc sin A^f "" ô^) ' 



1 -sin A(e+^-=iR), I -sin a(^-^R), 

et où Q aura la valeur 

= cos*CA.— .cos* CA. — •cos'CA. — . . . cos* C A , ^ K , 
■ P P P P 

qu'où peut écrire ain^si , d'après la valeur générale de <s^ ^ 

Q := eos* a. cos' a^ cos' ««•... cos' a^^». 

Si l'on examine ultérieurement lesp^-t facteurs qui composent la va- 
leur de P, on trouvera qu'en leur appliquant les formules 

sinA.C = — sinA(f — aK) = — sinA(Ç + 2R) = sinA(Ç + 4K), 

qui ont le même fondement que les simples formules trigonométriques ; 

sinÇaB— .sin(Ç — 3.^) = — sin(Ç-|-3.^)=5€in(ç + 4.^), 

ces p — i fecteurs , joints au facteur isolé i q= sin A0 , forment la suite 
continue 

i^psinA.f, I ip sin A (f -I- ^) , i zp si» A (f + -') , 
i=F«nA(H-i^),...i=Fsi^A(Ç + 4EZliK). 

Et leur produit sera le numérateur de la valeur de i — ^; de sorte qu'on 
aura 

(■T*.A|)r_.T^Hf)I .;pi.A(HS)].....£.=p.i^Hig^)] 

{f>) i-y *"^ ii ^ ' "S : — r "~" r — • 

COa^ «a COS^ «4 C08* «6 • • • • OOS* «fp.1 

6. Il faut maintenant remarquer qtM cette formule reste la même l^rsq^^ 
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/K 

augmente de — ; car alors chaque facteur prend la place du facteur sui- 
vant , et le dernier, qui devient i =p sin A (^ + 4K) , se réduit au premier 
X sp sin A • ^. On peut donc mettre , en général , Ç + -^ à la place 

ir 

de ^ y m étant un entier quelconque , sans rien changer à la valeur de 

IVous remarquerons encore qu'en faisant ^ = o , le second membre de 
l'équation (6) se réduit à i ; de sorte qu'on a en même temps ^ = o. 
C'est ce qu'on verra aisément en faisant ^ = o dans le développement 
(n"" 5) des &cteurs de P^ car, dans ce cas, le produit de tous ces fac- 
teurs donne 

P = cos* A.- K.cos*A •- K.cos* A.- K. . . . cos' A.^-^^ R : 

P P P P ' 

ce qui est la valeur de Q. 

U résulte donc aussi de l'équation (6), qu'en faisant ^ s= ^ R, m étant 

p 

un entier pris dans la suite i,:2,3.../7-— i,le second membre se réduit 
encore à l'unité. En effet, puisque, sans changer le numérateur de cette for- 

mule, on peut mettre ^H- -^ — à la place de Ç, il s'ensuit que la supposi- 
tion ^ 5= — — donnera le même résultat que la supposition ^ = o , et 

qu'ainsi on aura jrz=zo. 

On voit donc que^ doit s'évanouir pour les p valeurs 

xz=^o^ smA.-^— , smA. — , sinA. — •••• smA.-^ K, 

' P ^ P ^ P P 

ou , ce qui revient au même , pour les p valeurs 

x = o« sinA. — « smA,-^— , smA. — •••• smA» ■ Iv, 
' P P P P 

* aK 4 4^ A 6K A P "" ï TT 

— smA. — , — sm A.-^—, —smA.—. . . . — • sm A.'-^ K; 

P ^ P P P ^ 

ce qui se déduit immédiatement des facteurs de P donnés n^ 5. 

7. Maintenant 9 si nous mettons l'équation (4) sous la forme , 

Ta V •— Z 

1 — y =T7, d'où résulte/ s=s — y — , la fonction V — Z, qui est une 
fonction de x , rationnelle , entière et du degré p , devra s'évanouir ,• ainsi 
-que y y pour toutes les valeurs a: ;=s qs sin A. ^ ou j: = q;; sin a^m 9 
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am ayant successivement toutes les valeurs o, 2 y 4? 6.*.« /7-~t ; donc 
cette fonction V— «Z aura pour £icteurs 



:g* x"" x^ 



ï»-» 



Mais puisque ces facteurs forment par leur produit un polynôme du de« 
gcépy le même que celui de la fonction V — Z, il suffira, pour reproduire 
la fonction Y ---> Z , de joindre à ces facteurs variables un facteur constant ; 

ce facteur constant ne peut être que - , puisqu'en supposant Ç infiniment 
petit dans l'équation F (A:, (p) = fcF(A, >[/), on en tire %!/ = -^, ou 

r* 

jrssi -X. Donc si l'on prend les fonctions U et V d'après les valeurs 

(V=(i— A'ar*sin»*J(i— A:*J:*sin^ût4)(i— A*a:»sin»«e)...(i-A:'a:-^ 

on aura 

* U 

Pour déterminer la valeur de fi, il faut observer, d'après l'équation (4) , 
que I — • j^ a pour facteur i — a: lorsque /? = 4^ + i > et i + ^ lorsque 
^=: 4^'— -• I. Ainsi la valeur^ = i a lieu dans le premier cas lorsque o^sssi, 
et dans le second lorsque a: = — - 1 . 

D'ailleurs, suivant les formules des fonctions complémentaires ( art. 2) , 

on a 

ï 

I— ifr'sin'Al 8m*Ar 

Donc on aura dans les deux cas 

^rt\ ..^ sin' «( sîn' «3 sîn* «5 . •sin^tùp ^^ 

^ ^ ^ """ sin* ap^i sin* «^u-s sin' Mj,^ . . . sin' «c» 

8. Ayant trouvé la valeur de^ en fonction de a:, il resterait à substituer 
cette valeur dans l'équation différentielle 

dv û^ 

V/(i— *').V/(i — it':r') ~ '^VCi— :k*).VO— ^*y) ' 

et à prouver que les deux membres deviennent identiques, en déterminani 
convenablement le module A, qui reste encore inconnu. Mais le calcul 
qu'exige cette substitution ne serait praticable que pour des valeurs assez 
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petites du nombre p , telles que ^s:3,5,7,etil cesserait absoiometit 
de Tétre en laissant la formule dans l'état de généralité qui s'applique à 
toute valeur du nombre impair p. 

La difficulté qui se présente ici ^st d'une telle nature , qu'il ne resterait 
guère d'espoir de parvenir à la démonstration générale , si M. Jacobi n'eût 
trouvé un moyen aussi simple qu'ingénieux d'éviter la substitution à faire 
dans l'équation différentielle, et d'y suppléer par une propriété particu» 
lière de cette équation , qui doit être commune aux intégrales qui la re- 
présentent 

9. Cette propriété consiste dans la remarque faite par l'auteur , que si l'on 
substitue à la fois ir ^ la place de ^ , et r- à la place àe y ^ l'équation 

différentielle , quoique affectée dans chaque membre du facteur |/-— i , 
n'en sera pas moins satisfaite par la suppression de ce facteur. Tout 
se réduit donc à faire cette double substitution dans l'intégrale.»*. •• • 

jr s= - . -- , et à examiner si elle est satisfailie. 

Or, en substituant j* ^ ^^ place de x dans le Êicteur général. 



kx 



I— 



1— itV 8in*«lai ' 



qui sert à composer la valeur de v? , ce facteur devient 



Donc la double substitution dont il s'agit donnera pour résultat 

I _ j_ V I 

ny kftx * U ' if""' sin^^Cft sm^«i. . • .sin^^p^,' 

On voit maintenant que pour que cette équation s'accorde avec l'équa- 
tion proposée j^ =: - • =? , il suffit de déterminer le module h par la formule 

A::^fi*Af sin^ctgsin^a^sin^«9.« •• sin^o^, , 
ou , en substituant la valeur de fi tirée de l'équation (8) , 

f g) h=:ff sin* fit, sin* «3 sin^ «$ sîn* otp_,. 

Par ce procédé très simple, il est constaté que l'équation /*£=- • ^ satis» 
fiût, pour toute valeur du nombre impair pj à l'équation différentielle dont 
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l'int^rale est F{kj (p)ssfjLP(hy 4)# ^^ donnant aux constantes /« et h les 
valeurs que nous avons déterminées, et qu'ainsi le théorème de M. Jacobi 
est démontré dans toute sa généralité. 

10. La valeur de x— 7* a été mise ci-dessus (n^ 6) sous une forme dont 
le dénominateur est constant : on peut mettre sous une semblable forme la 
valeur dejr; car, en vertu de l'équation donnée art. a, savoir 

. A «în^ô — sîn* + 

sin a sin = îT - %^ ' % i > 

la quantité que nous avons nommée rim (art. g) peut se mettre sous la 
forme 

ilmsss f- y ' "^ 'g 

sm* A 

P 

Donnant à m toutes les valeurs a, 4>6****/'^"'>^^ faisant le produit 
de tous les facteurs, on aura 



^^ 8mA(«+— )sînA({ + ^)....siiiA(5 + 2£=^K) 

i» A.— 8iii*A.^. . . . sîn» A.£^=^ K 
P P P 



8in 
^ . sm 



ou y en substituant la valeur de ft donnée par Téquation (8) , 

8inA58ÎnA({ + — )sinA({ + ^Y...8ÎnA(5 + 3£^^K) 
^ sin* «A 8in* «3 sin* «^ . • . • 8in* «p,.^ 

1 1 . Telle est en substance la démonstration donnée par M. Jacobi , dans 
le n^ 127 du Journal de M. Schumacher, de la formule générale au moyen 
de laquelle on peut transformer toute fonction elHptique donnée de pre- 
mière espèce F(A:, ^), d'abord en une autre F (A, <4/), dont le module est 
moindre que k , puis celle - ci en une troisième , et ainsi à l'infini , sui- 
vant une échelle de modules correspondante au nombre impair donné p. 

Ce théorème , réuni à un autre dont nous avons déjà parlé, ajoute un 
grand d^é de perfection à la nouvelle branche d'analyse connue main- 
tenant sous le nom de théorie des fonctions elliptiques; mais son impor* 
tance même semble faire désirer que la démonstration, quoique établie 
sur un principe incontestable et très ingénieux , soit soumise à un autre 
genre de vérification qui la mette , s'il est possible , dans un plus grand 
)€Hir. 

Yoici , pour cet obiet, un moyen fondé sur la stdbstitution immédiate de 

a.. 
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X U 
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la valeur j^ = - • :^ dans l'équalîon difierentielle , mais dont le succès tient 

encore au principe de la double substitution , principe sans lequel on ne 
pourrait avoir la valeur de i — A/, exprimée par le produit de plusieurs 
Êicteurs, en la déduisant des valeurs semblablement exprimées de i — ^ 
et de jr. 

12. Nous mettrons d'abord l'équation différentielle sous la forme 

ensuite faisant 

V*(i — .j^) (i — ky^) = (i — o^) (i — A:*^")T% 

et déterminant T par cette équation, il restera à satisfaire à l'équation 

T ^^ /di] dV\ 

Les polynômes U et Y étant , ainsi que T, des fonctions paires de or ^ il con- 
viendra de hice x^=:Ç y et l'on aura l'équation 

/^ \ 2. ^ ^ 

\U V V a^ ~" Ud? " VdÇ ' 

où il faudra démontrer que les deux membres peuvent être rendus iden- 
tiques. 

i3. On a d'abord, par les équations (4) et (5), 

(,o) V.(,-^) = (i-.a-) (,-.-j^_)'(.-^J. . . (i-n^J ; 
ensuite, si dans l'équation (4), qu'on peut écrire ainsi 

V \ sin«i(/ \ sm <i3/ \ sm<i5/ \ 8m*#ip_^ 



[mmm^YSSd] 



-.' 



on substitue à la fois r- à la^ place de a:, et r- à la place de ^ , on aura 

un résultat qui, étant combiné avec la valeur ^s - «y, s'exprime comme 

il suit : 

(il) (i — A7')V=(i=pAa:)(i — Aarslna,)*(i-J*A'a:sin as)'... (idtfccsintf^^.)*. 

Changeant à la fois le signe de^ et celui de Xy puis multipliant ensemble 
les deux formules , on aura 
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De cette équation et de l'équation (lo) on déduit la valeur de T', et de 
là celle de T exprimée par une double suite de facteurs, savoir 

i(l — h af ain* etf) {i — /:*ar*sin*«j) ; (i — A" a::» sin* «,_, ) 
(i — ^) (i - -.?-) 0---^) 

14. Maintenant il &ut développer les deux membres de 1 équation 

en fractions partielles qui aient pour dénominateurs les différens facteurs 
des polynômes U et Y. Dans ce développement , il n'y a pas lieu de tenir 
compte du facteur ^, parce que T— 1 étant divisible par or* ou ^, ainsi que 
UV— I , leur diflférence T— UV sera également divisible par f. 

G)nsidérons un facteur quelconque de U, désigné par 1 — -r-^ — , 

m étant l'un des nombres a^ A.6.... P — i» et soit U == ( 1 — -r-r — jD'; 

le second membre de notre équation contiendra dans son développement 
le terme général 



sin* thm — K' 
Le terme semblable contenu dans le premier membre se trouvera en faisant 

Çsss sin^cc,^ dans la fonction ^ — ^u^v ' ^^ simplement dans -ttt^. 

T 
Soit H ce que devient par cette substitution -Tj/y) et le premier membre con- 

H ' . . 

tiendra le terme -r-r 5. L'identité des deux membres exigera donc 

que pour toute valeur de m, on ait H =s-«- i. Soit pour abréger 

"^ (1 — it* sin* «m sin* «^-.J (i — i?" sin* «m sin^mp^^) » . . (i — A* sin'icm sin" 41.) ' 

/sîn* tfm \ /sin* An \ / sin' «m ^ 
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et l'équation H =: — - 1 qu'il £siut vérifier sera 

Q (i — A* sin» et. sin* et,^) s a Q'Q*. 

i5. Pour réduire cette équation, il faut d'abord poser le lemme suivant , 
qu'il est facile de déduire de l'équation (5), 



sin* 



I r-7— — 

/ /\ swrmp^ai I cos «h,^^ COS fle«u,«i . 

le signe ambigu du second membre ne sert qu'à rendre les deux membres de 
même signe. 

Au moyen de ce lemmCi la quantité désignée par Q s'exprimera par des 
produits de cosinus dont on pourra négliger les signes, sachant que le résultat 
doit être positif j ce produit est 



i 



cosmm^p^i co$mm^^^ co^a^^P^ coam^^^ 

C08tf«-y4.i C0Stfw^p44 C0«<bi^y+S OOS<im-« 

COS* «p.! COS^tfp.^ C0S*«p.5 cos*«« 

Si, pour plus de simplicité, on écrit seulement les indices de a, on aura à 
conddérer l'expression symbolique 

ii»+/i — I, 71»+/) — 3, m+/i — 6 m-f 2 

yre— />"*" i, m — /> + 3, 7»— p+5 »» — 2 

(/)— -I, p— 3, p — 5 a)* 

Dans ces expressions où l'indice 71 est mis à la place de cos o^, les termes 
représentant des facteurs qui doivent être multipliés entre eux, tant au 
numérateur qu'au dénominateur, il &ut observer que ^ n peut être rem- 
placé par -1*^9 ^^ qu^ P^^ pc^^ l'être par p^-^n^ par la raison que. . • 
cos («^ = cos (— tfb) = <^s ^> et que les amplitudes tf^.^, a^.^ étant 

telles qu'on a F(<V«H"^('V**)=Cp--'») 7:-K/H-»)j-s=aK, il en ré- 

suite a^-.»+ 0^4.»= i8o* = -3t, et par conséquent 00s o^.^^ = — cos aty ,; 
or ^ on est convenu de n'avoir pas égard aux signes des cosinus, puisqu'on 
sait que le résultat total doit être positif. Ainsi , l'indice p^n désignera 
le même facteur que p'^^n. Cela posé, l'expression précédente peut être 
écrite ainsi : 

m -4" ^1 ''^ "H 4) * * • ' "i+p •"■ * > 
iw— "21, j»*»4>* * • * Oy "^^9 — 4» • • • **•"/> + I 
(a.4«6. • . . p— i)*. . ■ 

Le terme o dans le numérateur peut être omis, parce qu'il indique le fiic- 
teur cos Oq ou cos o ou i ; les facteurs négatifs peuvent être changés de 
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signe; alors Pexpression devient, en ajoutant m de part et d'autre, 

Par la suppression des facteurs communs aux deux termes , la fraction 
devient 

t /)+i. />+3. />+5,.. p+TO^i * P+i- />+3... p-f-iîi— I 

m p— TO+i. p— m + 3. .. /) — I I» p— l. p— 3... p— tîi+i' 

et comme, suivant la remarque que nous avons faite, p*f-/i équivaut h 

p^^iiy Texpression entière se réduit à — . Donc en général Q ss . 

On aura semblablement, en vertu du lemme (14)9 l'expression 

TO+p— a, m+p— 4. ... p+a 
p.f m'-^P'^^y f?i— p^4* ' * * 2m — p— a^ 
^ "^ {p-^^j p — 4- • • • P — OT+a)' ' 

et parce que la ligne supérieure /?+2,pH-4*..« /?+w— a, équivaut à 
l'inférieure jo— ^ j A^*~4- • • ;^— w-f-a , on aura simplement 

fV mm^ ^~P"f'a, m— p"f"4».* * ' * awi— p^^a 
^ "~* p— a, p— 4«--« p — wi+a 

Le nombre des termes est dans chaque ligne 7111—1; mais l'expression 
ne se réduit pas ; on peut seulement, en changeant les signes des termes du 
numérateur, la mettre sous cette forme, 

v^^^__ p— a-^m.p— 4*— ^*p— '^— "^' * .« p"t-a-^ani 
^ *^ p— a.p— 4»P*~6«-» • P+2»— m 

On aura enfin par les mêmes opérations 

f^ p— • m# p-~ îii-^a • • • • p— a 

^ *"* p— am. p-«am-^a. . . • p— m— a' 

de là (y Qf =: ^^ — s=s — ^52=2. ^ ou plutôt, parce que Q'Q" doit être posi- 






^' Q'Q CCS 



/Qt— - CQSilp-,» 
^ COSOp..^* 

i6. Au moyen de toutes ces réductions Féquation à vérifier devient 
acosOto C05tf^.^s5(i— 'Af sin*atoSin*a^^cosa^H.,^„i. 

Mais suivant les formules de l'art. 19, tom« P', si l'on fait ^ = 01^.., 
4=a», Fç — F4 = Fft, ce qui donne F(p = tZl2K, F^ss - K, 
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Ffc = 2n — K.J fiz=:etj^^ on aura cos/t ou 

d'ailleurs , Fce. et F^p^^ étant deux fonctions complémentaires , on a 
Aa. A tf,,^» = V/(i — k*)z=zkfy et ÀVtanga„tangtf^_^=i j donc enfin 

_„^ 2C08fl t^ C08<tp_m 

^^" I — P sin* «« sin* «p. m 

Ainsi l'équation que nous voulions vérifier a lieu pour toute valeur de m 
prise dans la suite 2,4>6*«»^"-'i5 c'est-à-dire pour tous les facteurs de U. 

17. U ne reste plus qu'à vérifier l'équation par rapport à tout &cteur du 
polynôme V. 

. Ce facteur peut être représenté par i — f^l^ sin* a^ , m étant encore un terme 
quelconque de la suite 2, 4? 6..../?— i. Soit V = (i — f^Ç sin* a«)V', 

le second membre de l'équation (i3) contiendra, dans sa partie -— ^^9 '^ 
terme ,^y .**^ — . Pour avoir le terme semblable dans le premier membre, 

il &udra substituer la valeur f = , ^ . , dans la fonction — ôrTxW 5 ou seu- 

T . . T 
lemen t dans sa partie -rs=^^. Soit H' ce que devient ^y/ par cette substitu- 
tion , et , ,^ . f" sera le terme qui résulte du premier membre ; donc , 

pour qu'il y ait identité avec le second membre, il faudra qu'on ait H'ssi 
pour toute valeur de m prise dans la suite 2,4) 6....^— *-x. 

Or, en calculant la valeur de H' comme il vient d'être dit, l'équation 
H'c=: I conduit encore à l'équation que nous avons vérifiée sous la forme 

^Q (i — Â:' sin* tf. sin» a^ = aQ'Q'. 

U est donc constaté, d'une manière générale, que l'équation (i3) de- 
vient identique, en substituant dans les deux membres les valeurs trou- 
vées pour les fonctions T , U , Y, et qu'ainsi il ne reste rien à désirer 
pour la confirmation pleine et entière du beau théorème de M. Jacobi. 

18. L'usage de ce théorème suppose la détermination préalable des 
quantités a„, qui satisfont à l'équation F (A, â^a) = — F*A:= — . 

Ces auxiliaires étant connues, on connaîtra les constantes A et fi qui en* 
);rent dans la formule de transformation F (A:, (p)=3)xF(A, 4"), et l'ampli-^ 
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tude *^ pourra être calculée par la formule trigonométrique (i) ou par 
des formules équivalentes. 

Ayant passé ainsi du module donné k au module plus petit h, on pas- 
sera , par des formules semblables, du module A à un module plus petit h^, 
et ainsi à l'infini ; ce qui formera l'échelle des modules dans l'ordre décrois-' 
sant A:, h^ A,, ^â v- jusqu'à la limite zéro. Cette suite peut être continuée 
à l'infini dans l'ordre inverse, au moyen de l'équation algébrique qui existe 
entre les deux modules k et h, et qui permet de déterminer le module k 
par le moyen du module plus petit h ; on déterminera donc semblablement 
le module k^ par le module plus petit A, de même, k^ par A;,, et ainsi de 
suite ; ce qui produira pour tout nombre impair donné p y une échelle de 
modules infinie dans les deux sens , ainsi représentée 

lim. i) • • • • A3 , k^y Ati , k y h y A, , h^, h^^. . . . (Lim. o 

et la fonction donnée F (A:, (p) pourra, en vertu du théorème général, être 
transformée en une infinité d'autres qui auront pour modules les difierens 
termes de cette échelle. Tout se réduit à la résolution d'un certain nombre 
d'équations algébriques ; mais nous reviendrons sur cet objet après avoir 
démontré le second théorème général de M. Jacobi , qui sert de complé- 
ment au premier, et qui offre un second moyen de transformation, appliqué 
à la même échelle pour le nombre p. 

§ n. Démonstration du théorème II de M. Jacobi. 

ig. D'après la démonstration que nous avons donnée du théorème P', il 
est constant qu'on satisfait à l'équation F(Ar, ^) = /tF(A, 4)> aussi bien 
qu'à sa difierentielle 

dx dy^ 

qui suppose sin^ = or et sin 4 =^j au moyen des formules qui donnent 
l'expression de^ en fonction de a:, et qui déterminent les constantes het fji 
en fonctions du module donné A: et du nombre impair donné p. 

Et puisque, par la substitution de^ en fonction de J?, les deux membres 
de l'équation difierentielle deviennent identiques , ce résultat , considéré 
analytiquement, doit avoir lieu pour toutes valeurs de a: et de ^, plus pe- 
tites ou plus grandes que l'unité, réelles ou imaginaires^ pourvu qu'elles 
satisfassent à l'équation de Fart. 7 , et que les constantes k^h^/A restent les 

mêmes* 

3 
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Gela posé, soit xzsitaiig^ et^s^tangr, i désigaant pour abréger 
^/— I , l'équation différentielle deviendra 

dc" ^^ dr 

et son intégrale sera 
(,5) F (A:', a) = A*F (A', T). 

On obtient ainsi une nouvelle formule de transformation qui s'applique aux 
modules U et hl^ complémens des modules A: et A de la première formule \ 
mais il faut voir comment les nouvelles amplitudes 0* et r se déduiront 
l'une de l'autre. 

Pour cela , nous reprendrons les formules du théoràne P' , qui ser* 
vent à exprimer sin 4^ et cos A^ en fonctions de sin ^ et cos ^. Ces for* 
mules sont 

** sin* O 8În* ^ sin* ^ 



I ^^^ sîn ^ sin* lift sin'it^ sin * <ip_i 

^ ^ I-— ir sin^^sm^tfft i — it* sm^f sm* «4 i — it* sm* ^ sm^iip^i ' 

sîn* ^ sin* sin* ^ 

I— ^ I-""-: I— '^^i — 

4^ 8in*iii sin* «3 sin*^»^» 

^ i— it*sin*çsm*»p_i I — A:*8in'^Bin'*p^j i — it* sin* ^ sin* «& 

Il feut y substituer les valeurs sin ^=t tango*, cos^= — , sin 4 =^ tang r , 
cos 4 = , et Fou en déduira 

• cos r ' 



cos r 

SID 



(16) 



sin r i + cot'#ftSin*y i + cot* *i sîn* a - i+cot*#p_|Sin*y 

"^ ^ * 1 -i-cot*«p_ftSinV* I -+-cot''#p_4sin V* * * i + cet* «, sin* r ^ 

co$'«ft . , cos* «4 . , cos*«-_, , ^ 

I— -r-r SmV I— -r-r ^-giaV I— — ; - ^ sm*y 

sin*«p_ft sm^^p^i sin'' «1 

I + cot*<ip_ft sin*tf- I +cot *p-4 sin*o- i + cot* «1 sin* c' 

cos* «1 sin* 0- cos' «3 . , cos***..» . ^ 
1 r-7 1 r-; — ^sinV I ,-^sm**' 

V^(i-y*8inV)=t/(i-i&^*sinV). , "'' "^^ . ''"f^^^ , _!î5-îi-,_. 

'^^ / vv -^ I + cût* «i sm* <r I + cot* «3 sin* c- i+col*«p_.sin*r 



Ces équations contiennent la loi suivant laquelle l'amplitude r se déduira 
de l'amplitude donnée tr pour satisfaire à l'équation (i5); il en résulte que 
r et or croissent simultanément, quoique d'une manière inégale ) et parvien- 
nent toutes deux de zéro à 90^. En général, ces amplitudes sont égales 
toutes les fois que l'une d'elles est un multiple de 90*. 

20. Les formules (i5) et (16), qui se déduisent, comme on voit, très sim- 
plement des formules du théorème 1*% établissent une analogie très remar- 
quable entre les deux échelles construites, pour le même nombre impair^, 
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l'une d'après le module ky l'autre d'après son complément k. La première 
étant formée ; il suffit de prendre les complémeils des difierens termes pour 
former une seconde échelle qui marche en sens contk*aire de la première , 
comme on le voit ici : 

lj»m» • A3 y fCf^y ^19 ^ > '^ J '^i 9 ^A y '^S* • • • (O 

O^ • • • • A3 y A g y K ly iC y il y il X y tl ^y il ^. » m m ^I 

Dans l'ordre naturel de la première échelle , on passe du module k au mo- 
dule plus petit À, au moyen de l'équation, F (Ar, ?) = jwF (^, 4)> ^'^ ®° ^*^* 
ployant la formule qui exprime sin -^ en fonction de sin $. 

Une opération semhlahle se fait dans la seconde échelle , pour passer du 
module k' au module plus grand h'^ au moyen de l'équation •...«••• 
F{k!y (t) =/tF(A', r) et de la formule qui détermine sin r par sin a. Dans 
les deux cas , le régulateur /m est le même , et les mêmes auxiliaires a. ser- 
vent à former les équations des amplitudes. 

La première échelle sert aussi à passer du module k au module plus 
grand, k^ y de celui-ci au module plus grand k^ , ainsi de suite ; mais alors 
l'opération est plus compliquée, parce que chaque amplitude ne peut se 
déduire de la précédente que par la résolution d'une équation du de- 
gré p. Une pareille difficulté se rencontre dans l'échelle des complémens, 
quand il s'agit de passer du module A:' au module plus petit A:^,, de œlui- 
ci au module plus petit h^^ y etc. 

ai. Puisqu'on a en même temps (f sss \^ et r zs: ^tt^ Ist formule 

F (A/, a):=:fjLF{h!y r) donne, dans ce cas, PA:'= fcF'A', ou ft= g;, 

en désignant par R' et H' les fonctions complètes F'A:' et F' A'. Mais, par 
la formule du théorème r*", nous avons déjà trouvé K=s/7/tH; donc on 
a, en général, 

/ N K H 

(»7) T=PW' 

Cette équation entre deux modules consécutif A; et A, qui appartiennent 
à l'échelle construite pour le nombre impair /? , est un théorème fort re- 
marquable, dont nous ferons connaître ci -après les nombreux usages. 
Nous observerons seulement ici que ce théorème s'accorde avec les pro- 
priétés déjà démontrées dans les n** 76 et 190 du tome T', relativement 
à l'échelle ancienne des modules- et à celle qui répond au nombre 3. 

22. Le théorème II de M. Jacobi, auquel nouB> voulons parvenir, est déjà 
écrit dans les équations (i5) et (16) ; il ne s'agit plus que d'y changer quel- 

3- 
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ques dénominations , afin de coordonner ce théorème avec le théorème \^j 
dont il est le complément. 

Dans l'équation (i5) on peut changer A:' en A; alors h! deviendra A:, et it 
se changera en h'^ et puisque 0* est une amplitude à volonté, on peut faire 
0r = ^P et l'amplitude correspondante rssâ). Par tous ces changemens , le 
coefficient fJt* deviendra )x', et l'équation des fonctions sera 

(i8) F(A,4)=|t*'F(A,a,). 

Il faudra ensuite, dans les équations (i6), remplacer les quantités a„ par 



des quantités analogues ^„ qui satisfont à l'équation F {h\ Ç„) :^ — H'. Fai- 
sant alors sin %]/ =^ et sin cùzszZy les équations des amplitudes se dédui- 
ront des équations (i6) comme il suit : 

I -f j^'cot*C> 1 + j^'cot^C^ I + y- cet* Cp^, 






f/'i -f- j<* cot» Cp^^ I + y^ oot* Cp_4 I + j'^coffft ' 

^* cos'g^ y*' cos^g4 j^^cos'Cp,, 

rin^ < ^f—^-^T— ri_V^i sia^gp, > S'n'gp -4 «p'^i '^ 

^'COS*f| J^*C0S*^3 ^* COS* fp _a 

Telles sont les formules principales dans lesquelles consiste le théorème II 
de M. Jacobi, que nous nous proposions de démontrer^ il ne nous reste plus 
qu'à y joindre les formules qui serviraient à déterminer les constantes k! et 
fji par le moyen du module donné h ; ces formules , qui se déduisent aisé- 
ment des formules analogues pour le théorème P", seront développées dans 
le paragraphe suivant. 

23. On a dé]à remarqué, dans les équations (i6), que les deux ampli- 
tudes parviennent en même temps de zéro à go**; il en est de même des 
deux amplitudes %[/ et co. Faisant donc à la fois >}/ = i?r et û) = -j^tt, 
on aura F^hz=::f/¥*ky ou H = ft'K. Mais on a déjà trouvé, par les formules 
du théorème I*', K=:/7tcH; donc on a, entre les régulateurs fjt et/x', l'é- 
quation générale 

(20) pfiu' = I . 

Maintenant, si l'on combine ensemble les deux formules.. . • 

F(A,<p)==iLtF(A, 4), F (A, 4) = ;a'F(A:, û>), fournies par les deux théo- 
rèmes, on aura F (A:, ^) = fif// F (A:, û>), ou 

(ai) . F(Ar,«)=;.F(*,(p). 
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C'est la formule qui contient la loi de la multiplication des fonctions, et 
par conséquent celle de leur division par un nombre impair p) et c'est 
parce que les deux théorèmes concourent également à produire ce résultat 
que nous les regardons comme étant complémens l'un de l'autre. INous don- 
nerons bientôt le développement des nombreuses propriétés qui résultent 
de ces deux théorèmes; mais avant tout, il ne sera pas inutile de faire con- 
naître une autre manière de parvenir directement à la démonstration du 
théorème II. 

24. Soit, comme ci-dessus, ^„ l'amplitude qui, pour le module A', satis- 



fait à l'équation F {h!, €„) = —H'; soient 4n 43 j 45' • • 4p-«> ^^ ^"^" 
gles qui se déduisent de l'amplitude >(/ , au moyen des formules 

tang4.= ^^tang4, tang4, = ^-~ tang4.., tang4^.= ^~ tang4. 
Si l'on fait 

(32) ^û) = 4i — 4s +4» • • •• =f4i'-*^ » 4> 

le signe supérieur ayant lieu si /? = 4* + i > et l'inférieur si ^ = 4^ — i > 
je dis qu'on aura la formule de transformation 

(23) F(A,4)=(^'F(A;,ai), 

pourvu qu'on détermine convenablement les constantes k et /df en fonctions 
de h ou de son complément h\ 

a5. Pour procéder à la démonstration de cette proposition, nous cher- 
cherons d'abord la valeur de sin eo , exprimée en fonction de sin 4- Or, on 
sait en général que, si a, ^, c, £/, etc. , sont les tangentes de plusieurs arcs, 

1 11 j • / *i — S3 + ss — etc. 
* la tangente de la somme de ces arcs sera exprimée par -j~ , 

s^ étant la, somme des tangentes a^b^c^ d^ etc., s^ la somme de leurs pro- 
duits deux à deux , ^3 celle de leurs produits trois à trois , etc. Soit donc 
tang 4 = ^ 7 sî l'on fait 

= 1— A,« + A.<* — Aa^' + etc =fc A^ J^'^'^ 

on aura en général tang (j o) sp |^ 4) ^^ n" ' ^^ faisant pour abréger 

N = A. — As^* + As^* — etc., 

D == I — A.^' + kjL^ — etc. ^ 
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De la on tire tang ^ o) = y._^ ij, > ®^ P^^ ^^^*® 

sin a> = — , ^ , ,— = sin -d/. y^, \ ^^^^ , 

I + tang* l» ^ D» + ^N* ' 

26. Dans ces deux dernières formules, on peut niettre le dénominateur 
D* -|- ^*N* sous la forme d'un produit de plusieurs facteurs connus. Pour 
cela, soit en général 0(/) la fonction de t égale au produit 

\ ^ sin CiJ \ *• sin CsJ \ sin C5/ • • • • • \^ gj^ Cp^J ' 

on aura aussi 

«(0=1— A,i + A,f — A,<« ±A., t'^^'\ 

De là résulte 

«N v/— I = T * (— ' »/— — î * (« /- 0, 

D» + fW = * (« »/-- i).* (— t }/— 1). 

Substituant dans le second membre de cette dernière formule les valeurs 
de 4 {t j/— I ) et ^ (^ t ^ — i ) exppmées en facteurs , on aura 

ensuite si l'on fait sin '\ =:jr , ou i* =5 — 3--; j chaque lacteur i -f- -r-7^ 

deriendra 3~i — ? ^® sorte qu'en faisant encore sin ai = )s et z=s^ .- , 

on aura 

Q = (i +7*cof€,)(i +^*cof^3) .. . . (i +j- col* €,^,). 

Quant au numérateur P , il résulte de la quantité aND db (D* — • /■W) , 

ou =b [(D dbN)^— (i + 1») N*] , e» j substitiuint la valeur t* = j^- , 

puis négligeant le dénominateur commun (i — J'*)'*'"*, comme on l'a né- 
gligé dans l'expression de D* -|- «"N*. 

Maintenant, s'il est vrai que l'expression zssjr»^ satisfait à Péquation 

F(A5 \|/) =s/tt'F(A;, û)), ou, ce qm reviaa^t au même, à l'équation diffé- 
rentielle 
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on pourra dans cette expression substituer à la fois j— à la place dejr^ et 

7- à la place de z , ce qui fera connaître a priori la valeur de P déduite de 
la valeur connue de Q : on trouvera ainsi 

P = c (i 4- hy^ tang* €,) (i + hy* tang» €,)... {i+ hy tang* ff^..), 

c étant une constante dont la valeur =s -7* 

La supposition que nous ferions en ce cas sera changée en certitude si 
nous faisons voir qu'un facteur quelconque de la quantité précédente , sa- 
voir 1 •+• A V* ^*°g* ^p— •» î ou simplement i+^cot*^^»» est en même temps 
facteur de (D =b N)» — - (i + ^0 N'. 

37. Soit donc j-* = — tang* S^my ou simplement ^* s= — tang* € , ce 



.a 



qui donne -^ — ? ou i* = — sin*ff, si l'on substitue cette valeur dans les 

formules de l'art. ^5, on aura 

N = A, 4- Aj sin*ê + Ag sin^ff + etc., 
Dss I + Ag sin'ff + A4 sin^^ + etc., 

ou en exprimant ces quantités au moyen de la fonction 4^, 

N= — î-;5 *( — sin^) ^8 *(sinff), 

2siab ^ ' 2sinb ^ -'^ 

D = i *(— sin ^) + i « (sin ê). 

Cela posé, l'équation (DdbN)* — (i +<*)N* = o, qu'il s'agit de vérifier, 
deviendra 

elle se réduit à 

et l'on en tire (*) 



(*) Dans la formule suivante, i désigne le facteur ± 1 introduit par Fextractîon de la 
racine carrée ; cette aorte d'ambiguité ne devant pas être confondue ayec celle qui dépend 
de la forme du nombre impair p* 
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.»,g(45.=t5«) = i4îî^,. 



Substituaut les valeurs développées en facteurs ^ de 4> (sin^) et <t( — sinÇ), 
et remettant €^ à la place de é, on aura enfin cette équation de condition 
qui devra être vérifiée par toutes les valeurs de 2/71 : 

///-o-L-i/- \ . sin^,— ^sinCa» sin^a+sinCam sin^s — sinâ'fin sinCp_> lbsiiiCm 
I °^ ' sinbj-t-sinb^ siubs — smb^m sinb5+sin©ftm sinbp_ft=psmb^ 

(24) <ou 

tang (45 -.,i^.„)_.- j—^^j-pg^- . —^ç-g^ taDgi(^,..q: C^nS 

Mais si dans l'équation (i), nous faisons ^ = «.„, il résulte de la valeur 
de U donnée dans les équations (7) et de la loi suivant laquelle croissent 
simultanément les amplitudes ^ et ^ relatives au théorème P% qu'on aura en 

général ^ =77W, et par conséquent tang (45*"— î4) = ( — ')"* J ^^"^ ^^ ^'^^ 
change a en €, ce qui revient à substituer le module h' au module A, l'équa* 
tion (i) sera identiquement la même que la précédente en prenant 

28. Il est démontré maintenant que de l'équation (22) on déduit un résul- 
tat tout-à-fait semblable à l'équation (19), savoir : 

f^^s «_py (i+j^'cot'g,) (1 +y cot'g^) (I +J^^COt»Cp„ ) 

V ; '^^•(i+ycofCp^)(i+y*cofffp^) {i+ycot%y 

Quant au coefficient C, il doit être égal à -->, comme on le trouve, en fai- 

sant^iufi^îinent petit dans l'équation (19), et la même supposition faite 
dans l'équation (22) donnera 



I a 2.2 



fê' siaff, sinCi -^ sinffs* * * ' ' ' "^ sinCp^^ 
Maintenant il reste à prouver que la valeur précédente de z satisfit à l'é- 
quation F(A,4) = ;a' F{k,a>) ou à sa différentielle ^^(,_j^)'^^(,_;,a^) 

=1/4,'.——, — 7r-r77 TTTx.Mais au lieu de substituer réellement dans le 

second membre la valeur de z en fonction dejr^ on peut faire usage du 
principe de la double substitution y et l'on trouvera que l'équation dont il 
s'agit est satis&ite au moyen d'une condition qui servira à déterminer le 
module k en fonction de h : cette condition est 

(26) V^ tang^g, tapg* C3 tang'ffp.. 

^ ^ ^ tang* gp^, • tang» Ç^ tang* g. * 
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On a ainsi une seconde démonstration du théorème II, plus directe que la 
première, mais qui dépend encore en partie de la démonstration du théo- 
rème I*', puisque l'équation (24) a été déduite de Féquation (i) du théo- 
rème P% en supposant , d'après une autre formule du même théorème, qu'on 
peut faire à la fois ç = a^ et -^ = nm. 

Cependant si l'on réfléchit que l'équation dont il s'agit exprime une pro- 
priété des amplitudes a qui servent à diviser la fonction complète ¥^k en p 
parties ^ales, propriété que les formules du théorème T' aident à démon- 
trer, mais qui doit être tout-à-fait indépendante de ces formules, on se 
convaincra aisément que l'équation (24) doit pouvoir se démontrer par les 
seuls principes de la division des fonctions. C'est aussi ce que nous avons 
mis hors de doute, dans la démonstration directe que nous donnerons ci- 
après , et par ce moyen , la seconde démonstration du théorème II devient 
tout-à-fait indépendante de celle du théorème P'. 

2Q. Si nous avions voulu simplement démontrer l'équation (2a) , comme 
présentant un moyen facile de calculer l'amplitude co au moyen de l'am- 
plitude donnée •>{/ , nous y serions parvenu facilement en intégrant la va- 
leur de dcû tirée de l'équation dcù = -r . |^^^~^/!'^^T^ , savoir : 

sin* -J, cos*Ç| sin' ^ cos* C3 siu' 4 cos* ff«»^ 

, ^4 . sîn*ffp_, sin*Cp_3 sin^C» 

f€ I + sin* 4 cet* C, * i + sîn* 4 <^*' ^3 * + ®*^* 4 ^*' V-i' 

En effet, cette différentielle, traitée par les méthodes connues, conduit à la 
formule 

7^=41 — 43"l" 4^ =f4;^-«=*=34> 

où les angles 4i9 49> ^^^- 9 ^^^ déterminés par les mêmes formules que dans 
l'arU 24. 

3o. Pour donner un exemple de ces calculs qui nous conduira à une for- 
mule nouvelle, nous nous proposerons de déterminer l'amplitude -v}/ en 
fonction de f par les formules du théorème P' ^ il Ëiudra pour cet effet inté- 
grer la formule 

^ "^ ^ • 1 - ifsm*(p8in»4ip., • I — it»8in»f 8in'*p^ i — ifsin*(p8m*iia ' 

Par le développement du second membre, on aura d'abord le terme 
dp 8in>tf,8m'ii3 8m'#p^ ^^ simplement d(p: ensuite les autres termes au- 

ront pour expression générale , -.^»rin.^gin«^ > ^ ^ï^^ successivement 

4 
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toutes les valeurs 3, 4; 6. . ./>— i. Or, on trouve par les mëtbodes connues 

M\ sin*«mV \ sm*«h„/ \ 8m*a„y \ sin*<»„y 

\ sin»flt„/\ sm*ce„/ ' "\ «n»*» /\ »inVh„ / * \ ««'«m / 

Cette quantité est composée de Jeteurs qui se trouvent dans les valeurs de 

O 2 

Q> QS Q" (art. i4), «t comme on a ^ = —-—^———^^^liren 
aisément de la comparaison de ces quantités 

_.- I — it*sin*fltm8in*fltp_i i — it*«in*tf„,8În*otp^j i — ^^sin'tfM&in^aA 

• I — it'sin' fltm s>ïi* *i ï — ^* s*n' «tjn sîn* ces I — ifr* sin* a^ siu* «p^. 

Cette valeur est celle de /^} ~,^ ^^^^ji développée en facteurs , lorsqu'on 

suppose f £= ct« ^ mais alors '^zs=:m . - ; donc, puisque m est toujours pair , 
on aura Ms=!2 \/(i — A:*sin*flt„). 

Cela posé, la fraction ,. . \^ — r-r- peut être mise sous la forme 

2\/(i — it*sin"cc„) . d^ 
cos*^ + (i — ifr'sin* An) sin* ^' 

et son intégrale est 2^„ en Élisant tang^.s=(i — A:*sin*a„^*tang^ 



COSfltm 



tang^. Donc on aura en général, 



(37) 4 = ^ •H^^«+ ^^4 + ^<P6 4-2(p;,-,. 

Cette nouvelle équation entre les amplitudes ^ et ^ pourra tenir lieu de 

la formule algébrique sin%{/ == sin ^ . := dans les applications du théorème P*". 

3i. Nous remarquerons encore que la formule (^7) peut servir à en trou- 
ver une semblable qui s'appliquera au théorème II. En effet, soit, comme à 
l'art. 19, sin ^ =: i tang 0* et sin4 = *tangT; on aura tang4 = *sinT, 

tang^sisino*, tang^a,=: ïj',||SinT, en faisant pour abréger ^„=:-t 



co««e„ 



= v/(i — Ar»sin*«,). De là résulte 
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etc. 
Donc l'équation (27) deviendra 

i- . i. . 

(I — sinrX* /i — sino-X* i — Vasin»* i — y^sîn*- i — yp-isino- 

1 + sin rj """ \i + sin r/ * i + y, sin »• ' i + y45În ^ i ■— yp_i sino"' 

Faisons maintenant dans cette équation les mêmes changemens que dans 
Fart. 22 , afin d'adapter cette équation aux dénominations du théorème II ; 
alors il faudra mettre •>[/ à la place de 0*, a» à la place de r, et remplacer a 

par €y c'est-à-dire faire ^.= -:— y— , et l'on aura la formule suivante qui 

stn •p«ii» 

devra être ajoutée aux formules du théorème II, et qui pourra tenir lieu de 
l'équation des amplitudes , 

(,8) Ung(45-i.)=..„gC45-i4) . 1^°* • ^H • • • î^^i 
Enfin, si l'on détermine les angles 4*9 44* * * * *4f— >9 ^^ manière qu'on ait 
en général sin 4« = >« sin 4 ==== . ^ " 'Sin4y ^ formule précédente pourra 
être mise sous cette forme très simple : 
(29) tang(45•4a»)=tang(45».i4)tang•(45o.i^^.)tang»(45•>4^^4). . . .taiig»(45«— H^-O- 

32. rfous terminerons ce paragraphe en donnant la démonstration de la 
formule dont nous avons fait ci-dessus une application importante. Les 
quantités fi&. étant des amplitudes qui, pour toutes les valeurs de 71, sa- 
tisfont à l'équation F (A, fit») = -i^.F'A:, il s'agit de prouver qu'on a 
l'équation 

( • tang (45« db i a«) 

(^^) ^--^ (^^ \m gip<ti— 8in#tm sintfa+siiK ta^i sin ^5— gin<iaw sin^^^disina^ 

f ^ ^ sin «1-4- si] 



sm «An sm «3 — sin ««m sm ii$+ sm «««i sm «p.iq= sm ««„ 

où les signes ambigus se déterminent en prenant le signe supérieur si 
I? s= 4* + I j et l'inférieur si j7=: 4^— i« 

Pour démontrer cette propriété générale des quantités a nées de la di- 
vision de la fonction complète F'A: en p parties égales, nous avons besoin 
du lemme contenu dans cette formule : 

4.. 
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S«n-^^., + 8iQ#^_,_ 


_tang«^A(*,) 


sin-^ + ,— sm-^_, 


~ tang «, A {»p 



OÙ A (oj et A (a J représentent \/(i — A:'sin*a) et v^C' — ^* sîn*a^). 

Cette formule est une conséquence très simple de celles des art. i8 et 19, 
tome V^y en observant qu'on a 

Faisant l'application de ce lemme à la formule que nous voulons démon- 

trer, et désignant, pour abréger, chaque facteur —^ — y- par le symbole 

abrégé (ri) , observant de plus qu'on peut n'avoir aucun égard aux signes 
des différens facteurs du second membre , parce que le produit de tous doit 
être positif, l'équation à démontrer deviendra 

._„^//Ko-i-iA N (1— 2m) (3 + am) (5— am) (7 + tint) (jp — a ± 2yro) ^ 

lang V4^ =*»»«; — (^i + ^rn) (3 — am) (5 + 2/1») (7 — aw). . . .(/>"— a =p am)^ 

et il faudra combiner les deux cas p:=:/^i^i, pz=z 4<— i , avec les deux 
m:=z2hj 771 = aÀ + I ; ce qui fera quatre cas à considérer. 

33. Soit d'abord ^ = 4«' + i et /?ï = 2A; la formule sera, dans ce cas, 
%.na^/^«j.'^ N — ('-4^) (^+W (5-W (7+ W ■ . ■ ■ (4^3-4^) (4^-1 + 4^) 

lang ^43 -r ï »«.; ~ (1 +4A) (3—4/0 (5+4À) (7— 4A) .... (4i_3+4A) (4i— 1— 4A)- 

Les nombres qu'on voit dans le numérateur se divisent en deux séries dis- 
tinctes, savoir : 

A .... I — 4^ 3 5 — ' 4^ > 9 — 4^ • • • • 4* "^ 3 ■"" 4^ ^ 

B....3 + 4^, 7 + 4^? 1' H" 4^' • • • 4^ — ï H" 4^* 

La série A se divise ultérieurement en deux autres, l'une des nombres né- 
gatifs I — 4^> ^ "^ 4^* • • • ""• 3, l'autre des nombres positifs i , 5, 
9.... 4^-^ 3 — 4^' ^ première, en changeant tous les signes, devient 
3,7, II.... 4^—1, et elle se lie avec la série B, de maiyère a ne former 
qu'une seule série 3, 7, 11 ... . 4^ + 4*' — ï* Ainsi les séries A et B peu- 
vent être remplacées par les deux suivantes : 

1,5, 9, i3..., 4* "^ 4^ "" 3 , 
3 , 7 , II, 1 5 ... . 4^ + 4^ — ' • 

Le dénominateur de notre formule se divise aussi eu deux séries , 
savoir : 
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c. . . . 3 — 4^ , 7 — 4^ , 11 — 4^* * * " 4^ — 4^ "" ï > 
D. . . . 1 + 4^ , 5 -j- 4^ ^ g 4. 4^, ^ . . 4* + 4^ "* 3. 

La première C se sous-divise en deux autres , l'une comprenant les termes 
négatifs 3—* 4^) 7— 4^. ..•—•!, l'autre comprenant les termes positifs 
3 , 7, II... 4^ "" 4^ *"• 1 • Changeant les signes des termes négatifs , on a 
la suite 1,5,9... 4^^^^^ <iui s'ajuste avec la série D, de manière à ne 
composer qu'une seule suite 1,5,9... 4* H" 4^ — 3; de là on voit que 
les suites C et D peuvent être remplacées par ces deux autres : 

3 , 7 , II.... 4* — 4^ — ^ j 
'? ^î 9''*' 4* "i" 4^ — 3- 
On aura donc, par cette nouvelle distribution des facteurs , 

,_„,/^oj..^ ;— (0 (5)(9)»>» (4^-4A-3).(3)(7)(ii)... (4^ + 4>^-0 , 
tang^4D ^--a.„;_^^^^^^^^^^^ (4i+4A-3).(3) (7) (n). . . (4i-4A-i)' 

ou, en supprimant les facteurs communs aux deux termes, 

f.n.,r/^o . t^ N_( 4^-4^ + 3)(4^-4/^ + 7)-- (4^ + 4^-0 . . 

tan^t4D -1- T a.,»; — (^ . _ ^^ ^ j ^ ^^^ _ ^^ ^ 5j _ (4i + 4/i«.3j? 
et en remettant les valeurs 4* = /? — i ? 2A = /w, 

tang^4D -t-^a.„j_ (^_2^) (p + 4_a;;ï)(p+ 8 — am)... (p — 4 + 2/iry 

34* Telle est la formule qui nous reste à démontrer pour le cas supposé 
de pzsi^'^^i et m = 2^; les trois autres cas conduiraient au même ré- 
sultat, comme on peut s'en assurer; ainsi toute la difficulté se réduit à 
prouver que cette dernière équation a lieu pour toutes valeurs des nom- 
bres 2m et ;; , l'un pair , l'autre impair. 

Pour cet eflTet, nous observerons, i**. que, dans l'expression précédente, 
le nombre des facteurs est m^ tant au numérateur qu'au dénominateur j 
^•. que , dans le numérateur , les nombres affectés aux facteurs extrêmes 
(^ + a — 2w), (p — 2 + a/îi), font une somme égale à 3/?, et qu'il en 
est de même de deux facteurs quelconques également éloignés des extrêmes; 
3*. que le dénominateur est composé du facteur {p — 2m) et de m — i 
autres facteurs, tels que les nombres .attachés aux facteurs extrêmes %u à 
deux facteurs également éloignés des extrêmes , font encore la somme 2p. 

Supposons, ce qui va être démontré, que le produit de deux fhcteurs 
(p-— »), {p + n)y dont les nombres fout une somme ap^ soit égal à la 

quantité constante M = p;. 
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, Alors, I*. si mz=z2h^ la formule à démontrer sera 

parce qu'on peut supposer M = (^ -^ 2m) {p -f- 2ni), 

a^. Si 77} = 2Â -f" ^ 9 ^^ facteur moyen {p)^ qui était dans le cas précédent, 
au dénominateur 9 se trouvera dans le numérateur , et l'on aura 

tang (45^ + i a^) == ^^ z\m) m* ^ {p — \m) ' ^^^^"'^ *1"^ ®*' ^* ™*™® ^"® 
^^ Cp)"^ , car on a M = (/> — 3Wi) (;? + am) = (;?) {p). 

Ainsi , lorsque nous aurons prouvé que le produit {p — ^) (^ + ^ est 
une quantité constante, il né restera plus à démontrer que la seule formule 

tang (450 + i«„) = ^^l 

35. Or, i^. en rétablissant les valeurs des symboles, on a 

Mais on voit que les amplitudes a o ^,/ v ) appartiennent à des fonc- 



tions complémentaires, puisqu'on a Fa^ _^.=i2_?F*A; , Fet^ .:=P^F'A; , 

et que la somme de ces deux fonctions = F' A: ; on a donc, par la propriété 
des fonctions complémentaires , 

tang «,(^^) tang «.^^^ = 1 , et Aa.^^^ Aa,^^^j = A;', 

ce qui donne (p — n) (;? + /i) = ~ et (p) = ^,. 

1^. En restituant de même la valeur des symboles, la £3rmu]e qui reste 
à démontrer est tang (45® + x a»») = — — — ' ; mettant au lieu de k^ 

sa valeur Aot. , , Aa,, , , on aura ' 

# 

tang (45» + i *„) == tang »,^„^yà»^^,^y 

Pour vérifier cette équation , élevons chaque membre au carré , nous 
aurons 

i-ain^ = ta°6 ^i(p^,n.) ^ ^&^W' 
et parce que «^ = ^ ^, le premier membre = -: — ^ ^ . — - , et d'après le 
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lemme, sa. valeur = ; 7 p-h^m) .(p^^m) ^jj^^ipiiau^^ i^g deu\ termes de 

cette fraction par son numérateur, et observant que dans le nouveau déno- 
minateur le produit des deux tangentes est t?^ et le produit des deux Â est 
k'j le dénominateur se réduira à Funité , et Ton aura ainsi 

I — sin «»m ^ 5 (H-î^m) i (p— aw) ' 

de sorte que la formule proposée est vérifiée dans toute sa généralité. 

§ in. RécapitulcUion des diverses formules qui se rapportent 

aux deux théorèmes de JML. Jacobi. 

Avant d'aller plua loin , il ne sera pas inutile de rassembler ici sous un 
même point de vue toutes le» formules qui se rapportent au théorème 1*% 
et de les mettre en parallèle avec les formules analogues du théorème II. 

Formules du théorème /'^ 
36. La formule de réduction est en général 

Nous supposerons, pour fixer le5 idées, que la fonction F(A, (p) est donnée, 
c'e8t--à-dire qu'on connaît son module k et son amplitude ^ , prise à vo- 
lonté; on veut de plus que les modules k el h appartiennent à une même 
échelle qui aura pour indice le nombre impair p. D'après ces données, il 
faut déterminer les constantes A et ft et l'amplitude 4* 

Soit pour cet effet sin ^sss jc, sin 4 ^J"? ^ ^^^ *■» ^°^ amplitude qui, 
pour chaque nombre donné tti, moindre que /?, satisfasse à l'équation. •• • 

F (A, tf„) = — F' A; = — R. On doit regarder les quantités ot„ comme des fonc- 
tions de k qui peuvent toujours être déterminées , soit par approximation , 
soit par la résolution des équations algébriques qui ont lieu dans la divi* 
sion de la fonction complète R en ;; parties égales. Cela posé, l'éqnation 
entre les amplitudes cp et >|/ pourra être présentée sous ces quatre formes : 

ar* «• «• x'' 

I — 



^^ V * sin*#a sin' «4 sin* os sin" egp^, 

V>V y — ^- T^k'^^Xx^oL^ • I — iS!**-sin'#4* f - iVsmV i — AV siii^.a ' 
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\ . sin •J \ sin «a/ \ 






sm ces, 



I — 



sin* «1 



1 — 



(34) (^-rf=(^~--r-r=wikS;r.-i:::^ 



8in'it3 



8in* «i 



(35) (i-A'r')^=(i-A;'x')v '""/f"?'"' • — Âr-r--i — 

>• ^^ ^ ^ y V / I — itV8in*«p_i I — «V8in'«p«.3 



4F* sin* iip.^ '"" 1 — ft*«* sin* «« ' 
I — A*** sin* «3 I — A'** sin*rt p_g 



I — fc*«*8În*a«" 



Les signes ambigus qu'on voit dans la seconde équation se déterminent en 
prenant le signe supérieur si /? s=s 4* + * > ^^ l'inférieur si /; = 4* "" ' • 

On aura de plus, pour le même objet, les deux formules trigonomé- 
triques 

tang i (»t — ç>) tangH^3 + y) tangH^'s — ^) 
tangî(*i + ç>)'tang4(«j — <p)'tangi(«5+<P) 

tangU*p-«±^) taneaVzc-i®^ 

tangiCp-.HFrt'^^^^^^ ^*^^- 



(36) tang (45^-^4) 



(3?) 



tang ^» 
tang (pp_, 



tang (p , tang (P4 = \ tang (p 



sin 
C08 «p.i 
sin«i 



5iP«P-4 



• t • 



tang ^. 



37. Tenons maintenant aux formules qui servent à déterminer f^ et Â par 
le moyen du module donné A:, et qui serviraient semblablement à déter- 
miner fJt, et k par le moyen du module A. Les plus simples et les plus fa- 
ciles à calculer par approximation , quoique sous forme transcendante , 
sont 



(38) 



K 
K' 



H 



Ml 
H'' 



Les formules algébriques qu'on peut employer pour le même objet sont as- 
sez nombreuses , parce qu'il existe beaucoup de relations entre les quanti-^ 
tés ât|, «g, «(3. ••• Oy^ qui ne dépendent que des deux données h et p, ^ 
Yoici les principales , au nombre de neuf, 



(39«) 
(39*) 



A* 
h 



I 

A* 



sin* Ml si n* a,$ si n* ms sîn*«p_^ 

8m**p«, sin*4ip_3 sin*«p«5 8in*«« ' 

A:P sin* a, sin* «s sin* «5 sin* tf^^. , 

a 2 . !2 2 



sin tf| 



sin ût$ 



sm «5 



• • • • • 



sin«p.^ 



(3gd) T- = 2 sin tf , — 2 sin «3 + s sin a« sp a sin ce 
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(39^) jn = ^ sin* a, — 2 sin* et» + 2 sin* «3 — 2 sin' «4 

+ 3 sin* tf^_, — 2 sin* etp«., -f- i , 

/o y» * j51 -«. C08*<>i C08* «ts COS* «5 COS* «p_t 

V^'H/ / J'^ — C0S*«lp_, ' C08* «p-s ' COS* «p^ • • • • • ç^jft ^^ > 

i . a j^ _^a ^, a ^^^ 2 

"^ sin* «, "^ sin* «3 "*" sin' «5 * * ' " sin* eip^ 
— aA:* sin* et. — aA* sin' «^ — aA* sin* ot,., , 

(39A) i=i + i£2?Ji+i£^-li ^i~ift- 

^ ^ Sin «p., sin «p_4 ' sm *, ' 

(39O *1 = 1 -f- lîi5^ + IIIE--J -(-i«i*t:î. 

Les formules (^ga) et (Sg^) sont celles qu'on a données ci-dessus sous les 
n'* 8 et 9; les formules (Sgc), (Sgrf), (Sgc), (Sgg^), se tirent des équations 
(33) 9 (^\i)j (35), (34)9 en faisant xetjr infiniment petits, ce qui donne 
jp = ^ ; la formule {^gf) se déduit de l'équation (35) , en y substituant 
les valeurs ^J.ss^tt, ^=;^.ï^; enfin, les formules (39^), (391), se dé- 
duisent de l'équation (37), en faisant successivement ^ et 7 ^ — ^ infini- 
ment petits. 

38. Nous remarquerons que les formules de ce premier théorème peuvent 
s'appliquer à un module k de plus en plus petit , et finalement au module 

^ = G j alors on aura aussi A = o, et même r >' Af ^ = o. L'équation des 

fonctions complètes K ssip/iH devant avoir lieu, quelque petits que soient 

les modules A: et A , on en tire ft = - , parce que dans la limite K=H=|?r. 

/^ 

Ainsi, l'équation F(A:, ^) = ftF (A,«4/) deviendra 4 ^=P^y ^^ l'on aura en 



même temps «(.=: — .'. Dans ce cas , l'équation (3a) devient 

r# \ • ^ • -./ 8În'^\ / sin*^\ / sîn*^ \ 

(40) »n;«p=;»8m1)(.-^J)(i-;;j^-) (^x-^y, 

c'est en eifet sous cette forme qu'on peut mettre le sinus d'un multiple 
impair de l'arc ^. Od déduit semblablement des équations (33) et (34) les 
deux formules trigonométriques 

j«n(45— ;^)=ri«(4S-q^X:-S)('+sî0-(-*âl^. 

co8;>?=co84(i-,-i^)(^i-,-j^.... (^i-iSs^J. 

5 
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Ënfio^ dans le même cas, les équations {3ga)^ (3gc)) (3g^, (39^)} i^9g)y 
donnent, pour les sections angulaires &ites en un nombre impair p de par- 
ties égales, ces cinq forâôLules remarquables : 



(4^) 



-^ =5 tang «, tang «t, lang^eg. . . tang «,_,, 

' 8in«, sinus 8m«5 ^^sin«p_» 

' ' sm^ce, 8in^ «3 sin'cts sin'^p^»^ 

o s= issinots— 2^na3 4-2sina5.« •=f:âsinâB^ari=Y, 

G = 3sin*a,— asin^a.+^sin*^,. . .4-asin*oCp«, — asin*ap«.|+ 1 



La troisième donne, en faisant p inBni , le résultat connu 

8 



= i+y.+^ + -^+etc. 



Formules du théorème II. 

39. L'équation des fonctions est 

(43) F (A, 4) =At' F (*,«). 

Dans cette équation , les modules heik, ainsi que le nombre p , sont sup-^ 
posés les mêmes que dans le théorème P'; ils sont assujettis à la même loi 

contenue dans l'équation transcendante v7 ^= A' n? 9 de sorte que l'échelle 

des modules est la même de part et d'autre. 

Quant aux régulateurs fjb et f^', ils satisfont toujours à Téquatiou /Âfi' s= - , 

I H 

et ils sont toujours compris entre i et -, car on a en particulier ft' = => et 

Pour former l'équation des amplitudes, il faut préalablement calculer, 
d'après le module à% complément de A, les quantités é,, f«, ... é^-.,, qui 

satisfont en général à l'équation F ()i', €m) == — F*A' = — H'j ensuite fai- 
sant sin'>|.=^, sinâ»s=z, cette équation peut être mise sous les trois 
fornies suçantes : 
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i «in» g, ~d?'g, li?cZ.7 



(46) (,-*.^)J=(._*r)*.Lji^ . L^...,L;Igg. 

On aura de plus , pour le même objet , les deux ^rmnles trigonomë- 
trique$ 

rUDg(45«^#>=Ung(45^±U)t*ng'(45«-i40*a<(45"^î .tang«(45o— H^p«0. 

(48) -{ . , COsff. . , . , COS?4 . , . , ^«ffzi-i . , 

I sin 4»= . M " 8in 4 , 8in 41= > ^ $m 4 • • • S»n 4.-1 = ^-r— 5=^ sm 4- 

40. Les quantités dy €^y ^3. • • €p^^ sont déterminées d'aprèai le module 
h! complément de h y comme les quantités a le sont d'après le module k^ 
en général , l'analyse par laquelle nous avons déduit le théorème II du 
théorème I"^, nous autorise à déduire les équations entre les constantes du 
théorème II , des équations analogues du théorème I^ , par le simple chan-r 
gement 

des six quantités •• • kf^ k^ h^ h\ a, fi, 

en six autres * h^ h\ k\ fi^f € ^ fi'. 

Par ce moyen y nous aurons les neuf fpripul9s ^uifaDtefi , an^lpggjeé aux 
neuf du théorème P^, 

(49^; f^ =di^-8in»Cp_3'ïrn"^C;3*** ain^C 

(49*) ^ = ^''^ sin*^, sin^^s sia* Ç5 «in* ^p-., 

(49^) -'= ri^. — iîïï?, + liï^ ^5ïc;z;,^ ' ' 

(49^ rrp = 3 sin €j— asinffs+asin ^5 • • • =p 2sin^p_. =fc i , 

(49*?) (j^)=a3i»»5.— asiu^^.-f2sin*^s... +aPÎn*e^^-r:|^*ff^^,4.i , 
f/t /\ '* cos'C, cos*C3 eog^Cs Qe»*Cp-a 

149/ ) ^7 — COS» C^.. • C0S*ep.3 ' CQ8*ff^^ • • • W tf. ' 

_, a , a , 2 ^ 



5.. 
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(49A) -=fi+-j-^+_^^ + -in^r' 

41. Il est à remarquer que les équations des amplitudes qui donnent la 
valeur de sin «n^ en fonction rationnelle de sin (p^ et celle de sin a> en fonction 
rationnelle de sin%|r, donneraient également les valeurs de tang «4» et 
tang û)y l'une exprimée en fonction rationnelle de tang^, Tautre exprimée 
en fonction rationnelle de tang'N^. Voici ces nouvelles formules 

/;; \. I tang^ I — taiig'^cotVp ^, i— tang<^cot*<Cp,3 i— tang*^cot*tft 

\ / S T— ^ • 1— tang*^cot*«i * I — tang*^cot*«ts * * * i— tang"^cot*«p_» ' 

^ , timgSj. ^ , taDg'4 ^ . tang* 4^ 

(Ogtang»— ^, •,^^/.ta„g«^3ij^«^^- i4.A'-ung»48in*e4 * ' • i+ytangH«n*Cp«, ' 

§ IV. Remarques sur t ancienne échelle de modules. 

4^2. L'ancienne échelle de modules , qui est censée répondre au nombre 
premier 2, est liée par des propriétés communes avec les échelles nouvelles 
construites pour tous les nombres impairs» 

Et d'abord on peut poser, pour l'ancienne échelle, la formule 

semblable à celle que donne le théorème I*' de M. Jacobi; car, puisque 
dans celle-ci le module h est toujours plus petit que k , la formule précé- 
dente peut s'assimiler k celle que , dans la notation usitée pour la pre- 
mière échelle, nous représentons ainsi : 

Il suffit pour cela de faire h:=zk'^ A^=t(^+*0 ®t 4==?^* Ainsi la 
formule générale s'adaptera au cas de ^ = 2, qui est celui de l'anciejine 
échelle, en supposant, i''. que l'équation entre les modules A: et A est 

*= j^ , ou (^în^^ij ^TZZl ; ^ • q'^® 1« régulateur /t = |( i -f- A) 5 
3^. que l'équation entre les amplitudes (p et \|/ est sin (a^ -*->[/)= A sin >|/y 
ou tang (4 — ?) = ;-qp^ tang 9 = k' tang (p , ou tang ^ = j^^^ , ou 

entin sin •>j. = w/^^^g-p>^x • tiCtte équation , présentée sous quatre 
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formes, donne la loi suivant laquelle les amplitudes ^ et 4 croissent si- 
multanément; il en résulte que, si a est l'amplitude pour laquelle 

¥lkj a) SIS I F'A: , c'est-à-dire si l'on a sin* a = ' ,/ = , la corres- 

pondance entre les valeurs de ^ et 4 ^^^^ lî^u dans les points principaux , 
comme il suit : 

^ = 0, «jî^j'Tf — a, TTy TT-jrctj etc., 

4=0, iTTj 'TT, ItT, 27r, JtT, CtC. 

Cette correspondance pour l'indice pss2 est entièrement semblable à celle 
qu'ofire le théorème T' pour un nombre impair quelconque p. On peut 
donc, dans l'équation F (A:, ^) =:/aF(A, 4); ^^^^^ ^ ^^ ^^^^ ^ =: -î Tsr 
et 4 = ''^ î ^® ^"î donnera 

F'Ar = 2fiF^h, ou ï 4- A = ^^ = g. 

43. Mais si l'on substitue A' à A: , et conséquemment k k h^ l'équa- 
tion entre A: et A, qui devient A('c= Y y 9 ^^^ également satisfaite , parce 

I — h 

qu'on a A:^ = , . Donc les modules h' et ^ peuvent être substitués 

aux modules A: et A dans la formule générale , et alors l'équation 

I -^ As= = deviendra i -f- A:' = ^. Ces deux équations ont donc lieu 

simultanément; et puisqu'on a (i-j-^)('"f'^) = ^> il en résulte 
2= .5^,, ou 

Cette équation entre deux modules consécutifs A: et A est la même que nous 
avons dpnnée n** 85, tome l*'j elle s'accorde, pour la valeur ;? = 2 , avec 

l'équation générale ^f=^P^y ^^^ a lî®^> ^^^^ ^® théorème I*', pour un 

nombre impair quelconque p* 

Il reste à voir si le théorème II de M. Jacobi a son analogue dans l'an- 
cienne échelle , qu'on peut maintenant appeler l'échelle n* 2 ou l'échelle 
dont l'indice est a. 

44- Pour parvenir au moins indirectement à notre but, nous remar- 
querons que , dans les deux théorèmes généraux , les deux équations 
F(A:, (p)=:fiP{hy 4), F(A, 4)=jw'F(A:, a), conduisent h la formule de 
multiplication F(A:, a>)=;?F(*, (p). Ainsi, on peut regarder l'équation du 
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second théorème F (A, 4) = fi^fÇk^ ai) comme une combinaison des deux 
équations F(Â:, <p)=/tF(A, 4) et V(k, c»)z=zp¥(k, <p). 

Dans le cas de p:= a ^ nous aurons à combiner les deux équations 
F(A:, ç>) = r(ï+*)F(*j4)j ^(A:, û>) = 2F(Â:, (p) ; d'oà résulte l'équa- 
tion du second théorème, F (A, 4)= , . F(A:, ûsi) : elle donne fc' = j-r-^ , 

et par conséquent 2/ifi' = i , conformément à la loi générale p/Jiu' = i . 

Pour avoir une équation entre les amplitudes a» et 4, il faut éliminer ^ 
des deux équations de cette sorte qui répondent aux deux formules. .. • 
F (A, <p)s=7(iH-^)F(A,>[/), F(A, «)=:aF(A:, ç); ces deux équations 
sont 

8iP 4^ = ^'^^^iTsi^p)^ ' tangiû) = tang(pv/(i— A»sin»Ç)), 
et l'on en déduit, par l'élimination de (p, l'équation cherchée 

résultat qui s'accorde avec celui que nous avons trouvé art. 68, tome 1^. 
45. Nous remarquerons enfin que dans la formule du premier théorème 

on a tang 4 ou tang (p^ = ^' _ 1/*^^ ■ Ainsi , tang Ço s'ejtprime ration- 
nellement par tang Ç ; de même , tang (p"""" s'exprime rationnellement pai* 
tang^* : donc, dans la suite des amplitudes <p , (p®, (p'*, (p**% etc., qui cor- 
respondent aux modules décroissans k , A:^, k*"*, etc. , ou , dans nos nouvelles 
dénominations, A, A, h^ h^j etc., la tangente d'une amplitude afiêctée à 
un terme quelconque s'exprime toujours rationnellement par la tangente de 
l'amplitude du premier terme, c'est-à-dire par tang 9. Mais sin (p"" ne s'ex- 
prime pas rationnellement par sin (p. 

Dans la formule du second théorème, F (A, '^^ z=i /jifF {k ^ a>), qui se lie 
avec d'autres formules semblables F (A:, «) :5s: /x', F{A, , o),), F '(A:,, ai,) 
jr=;A',F(A;, »^), etc., on voit que sin oû s'exprime rationnellement par 
sin «4/, et qu'ainsi, dans la suite des amplitudes 4^9 ^9 ^t> ^«9 <iui i^- 
pondent aux modules croissans k^ k^ ktj k^y etc., le sinus d'un terme 
quelconque s'exprimera rationnellement par le sinu6 du premier terme %[/, 
comme cela a lieu dans l'échelle construite pour tout nombre impair. 
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§ y. Usage des deux théorèmes pour les transformations d'une 

même fonction. 

46. 11 s'agit d'abord de construire, d'après le module donné ky une 
écheRe qui réponde au nombre impair donné p y et que nous représen- 
tons ainsi : 

i). . . . k^y k^y Ati , k^ h y A, , A,, h^. •• . (o 

Pour former cette échelle , qui est commune aux deux (théorèmes , nous 
snivrons les formules du théorème V^ ; elles supposent qu'on a calculé 
d'avance, d'après le module k , les amplitudes ^i 9^a>* • • • ^^19 qui sa-* 

tisfont à l'équation F (A , ût„) = — F'A:. Ces amplitudes peuvent se trouver, 

soit par les formules données dans le ch^. YI, tome P' tfe notre Traité , 
soit par les méthodes d'approcùmation données dans k tome IL Dans tous 
les cas, il suffira de connaître le premier terme ft|, duquel tous les autres 
peuvent être déduits par de rânples formules trigonométriques. 

Connaissant les amplitudes a y on pourra calculer le «nodule A et le ^émr- 
lateur /a par les formules (Sga) et (Sgé) , ou par celles ides autres formules de 
cette sorte qu'on voudra choisir; on aura ainsi l'équation F (A, ^)=^F(Â,%[/), 
qui sert à transformer la fonction donnée F (A., ^) en une autre «emrblable , 
dont le module h sera toujours plus petit que k , comme le fait voir l'é- 
quation (3g&). Quant à l'ampUtude 4 9 ^^^^ ^^ déduit de l'amplitude don- 
née 9 par la fi^rmule (3^) , ou , si l'on aime mieux , par l'une des ïot - 
mules (36) et (37) ; mais , pour qu'il n'y ait pas d'ambiguïté dans cette 
détermination , il .faut se rappeiler que les ampHtudes n|/ et ^ croissent 
inégalement, à compter de zéro, suivant une loi manifestée par les équa- 
tions (33) et (33). Eki vertu de cette loi , 

lesvaleurs ? = o, a., «., «tj,... a^=:^7r, 

correspondent aux valeurs. . ^J/sso, j-tt , ^, l'Tf ?• • • p^i*^* 
Ainsi, lorsque 9 tombe entre a^ et ^«^.t, la valeur de •>!/ doit tomber entre 
m.- et (/7i+i)-9 ce qui ne laisse aucune ambiguité dans la détermina- 

tion de l'angle «sp par son sinus. Il en est de même pour des amplitudes 
plus grandes; car si une amplitude (p < ^ tt^ correspond à l'amplitude 
4 <ip>^7ry il est visible que les amplitudes 2i.l'7Cdb(p et 2ip.j7rdt'^ 
se conrfbpondent également , i étant un nombre entier quelconque. 
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Maintenant que la fonction F(ky ç) est transformée en une autre fonc- 
tion F(^, 4)9 ^^^^ '^ module est plus petit que k^ on pourra £iire une 
suite de semblables transformations, dans lesquelles le module h sera rem- 
placé par un module plus petit h^ y celui-ci par un module plus petit ^., 
et ainsi à l'infini; ce qui formera la partie décroissante de Féchelle kj A, 
^19 Kt 6tc. : et les transformées correspondantes de la fonction F (A;, (p) se- 
ront données par les formules 

F(>fe, (p)=it^F(A, 4), F(A, 4)=^.F(A., 4,)> F(A. > •4^i)=;^.ï'(^., 40, etc. 

Il est inutile d'ajouter que l'ampUtude 4i ^ déduira de l'amplitude 4 » 
suivant la même loi que 4 ^ déduit de ^; qu'il en sera de même de 
4ft 9 par rapport à 4i > ^^ ^^^^ ^ l'infini. 

En considérant donc la partie de l'échelle dans laquelle les modules 
forment une suite décroissante y le calcul des amplitudes qui accompagnent 
ces modules n'est sujet à aucune difficulté , et s'exécute par des formules 
rationnelles de même forme ; mais le passage d'un module à l'autre , par 
exemple , du module h au module hg , exige qu'on calcule , pour le mo«- 
dule h y des auxiliaires analogues aux quantités ol^^ a^^ tt^^ etc. , calcu- 
lées pour le module k. 

47. Voyons maintenant quels sont les moyens d'effectuer de semblables 
transformations dans Tordre inverse , c'est-à-dire dans l'autre partie de 
l'échelle. Si l'on regarde V{hy 4) <^omme la fonction donnée, il faudra 
d'abord déduire le module k du module plus petit A. Pour cela , le meil* 
leur moyen serait de recourir à l'équation algébrique qui existe toujours 
entre deux modules consécutif k et h'y car cette équation, qui servira à 
déduire le module k du module plus petit ky servirait semblablement à dé- 
duire le module k^ du module plus petit ky puis k^ de k^ y et ainsi de suite. 
Mais l'équation dont nous parlons, qui est déjà assez compliquée pour le 
cas de /? = 5, le serait bien davantage pour de plus grandes valeurs de p» 
En attendant que la théorie fournisse les moyens de parvenir plus aisément 
à cette équation, on pourrait y suppléer par les formules (49^) et (49^) ^" 
théorème II, qui servent à calculer A;' et fjtf par le moyen des quantités f., 
qui, elles-mêmes, sont calculées d'après la valeur connue de h'. Or, con-; 

naissant kf et fi! y ou connaît k complément de kf et fi^s —,. Ainsi les for- 
mules citées serviront à déterminer k et fJL par le moyen de A , et 
à former l'équation F (A, 4) ='-F(^> ?) = ''FC^j 9)i «Mes peuvent, 
par conséquent, aussi servir à déterminer k^ par le moyen de A : en sorte 
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qu'on ait l'équation F (A, ^) = i»,F(A|, 9,); et Ton continuera cette suite 
à volonté* Au reste ^ le problème de déterminer h par le moyen de h ou 
A:, par le moyen de k peut se résoudre beaucoup plus simplement , si 
l'on ne veut que des approximations , par le secours de l'équation trans- 

cendante ^zzzp—,^ comme nous le ferons voir ci-après. 

Il restera ensuite à déterminer l'amplitude ^^ par le moyen de l'ampli- 
tude donnée ^. Ce problème se résoudra comme celui où l'on voudrait dé- 
terminer sin ^ par sin %[/ \ ce qui peut se &ire par la résolution de l'équa- 
tion (3^)^ qui est du degré p. On obtiendra donc de cette manière les 
formules successives de transformation dans l'ordre des modules croissans , 
comme il suit : 

F(A, xI.) = fF(A;,(P), E(A:,(P)=^F(A;,,(P0, F(A„ (pO = v.F(A., (p.), etc. 
Et parce que, dans l'équation F(A, 4) = '^(^i 9)7 ^^ P^ut faire à la fois 
p=z\7r et '^/^sp.'^TTj on aura y = ^; on aurait semblablement 

yj=:^ , y^^^r-^, etc. Ces équations peuvent servir à déterminer ana- 

lytiquement le rapport entre deux termes quelconques de la suite H, K, 
R. , K« , etc. ; car les régulateurs y , y, , v^y etc. , se déduisent analy tique- 
ment des modules correspondans ky kj k^y etc. 

On voit, par ces détails, que le théorème 1" suffit seul pour transformer 
la fonction donnée F(ky ^) en une infinité d'autres, qui auront pour mo- 
dules les différens termes d'une même échelle , calculée pour le nombre 
impair py d'après le module donné k. Les échelles sont différentes, et les 
calculs pour obtenir les formules de transformation deviennent de plus ^ 

en plus compliqués , à mesure que le nombre p devient plus grand 5 
mais toutes les déterminations peuvent se faire algébriquement. Il y a 
donc , d'après le théorème P' , une infinité d'échelles de modules dans 
chacune desquelles la fonction proposée F (A;, (p) prendra une infinité de 
formes, sans cesser d'être semblable à elle-même. 

48- Venons maintenant aux usages du théorème II. La première for- 
mule de transformation F(^, 4) = f^'^^C^) a>), et celle qui détermine 
sin ctf par une fonction rationnelle de sin 4 j nous montrent que l'appli- 
cation la plus immédiate du théorème II est de transformer la fonction 
donnée F (A, 4)> ^® manière que le module h soit remplacé successive- 
ment par les modules croissans ky kty A:., etc., dont la limite est i. 
L'échelle des modules est la même que celle du théorème I"^ ; mais la 

6 
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dél;ermiDatk>n des termes de cette échelle, et celle des régulateurs /Jt/y s'é- 
tabht sur des données différentes. 

Nous avons vu que c'est d'après le module h'^ complément du module 
donnée, que l'on doit calculer les quantités ^^ ^a» ^s» ^^^i <1^ satisfont, 



m •r-t, 7/ fn 



eu général, à l'équation F (A', C„) = — F*A'z=— H'. Au moyen de ces 

quantités et du nombre donné p, les formules du théorème II offrent 
différens moyens de calculer le module k et le régulateur ft' ; alors tout 
détient connu dans la formule qui détermine siu a> par le moyen de 
sin 4 : on voit d'ailleurs que les variables « et ^ croissent dans une pro- 
portion assee rapprochée de l'égalité , puisqu'elles parviennent simultané- 
ment de la valeur o à la valeur ^ tT , et à toute valeur multiple de ^ vr ; 
de sorte qu'elles appartiennent toujours au même quadrant, et que leurs 
sinus sont toujours de même signe. On obtient donc ainsi la transformation 
F(^, 4)^^l^'^(^' ^)) dans laquelle le module donné h est remplacé par' 
un module plus grand k. On répétera les mêmes opérations pom* rem- 
placer le module k par le module plus grand k^ celui-ci par un mo- 
dule encore plus grand k^ ; et ainsi à l'infini. Ces modules occupent dans 
l'échelle correspondante au nombre ;?, la partie croissante h^ky k^j A:., etc., 
dont la limite est l'unité, et les transformées successives de la fonction 
F(^, 4)) seront données par les formules 

F(Â, 4) = f*'F(A, «), F{k, «) = yu'.F(A., ...)> 
F (A;. , ûï.) = fA\¥(k^ , 4ê^) , etc. 

4g« Supposons ensuite qu'on veuille faire , dans un ordre inverse , les 
transformations de la fonction F(A, 4), de manière que son module h 
soit remplacé successivement par les différens termes de la série décrois- 
sante hj h^y h^y etc. , on rencontrera la même difficulté que le diange* 
ment de direction a fait naître dans l'usage du théorème I*'. Les for- 
mules directes qui s'appliquent à l'ordre des modules croissans donnent 
k et fjù! en fonctions de h' complément de h ; elles donnent en même temps 
sin cû exprimé par une fonction rationnelle de sin >[/. Dans la marche in- 
verse, il faut déduire h et pf de ky ce qui ne peut se faire que par des 
procédés semblables à ceux que nous avons indiqués : et, d'un autre côté, 
on ne peut déduire sin «>}. de sin cû que par la résolution d'une équation 
du degré p. C'est ainsi qu'on aura la première formule de transformation 

F(*, û>)=^.F(A, >P), ou Y(ky c») = /F (A, 4). Par de semblables 

opérations, on trouve 
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F(4, 4) = /.F(A., 4.), F(A., 4.) = y^.F{K, 40, etc. , 

de sorte que le module donné k sera successivement remplacé par les dîffé- 
rens termes de la série décroissante h^h^yh^^ etc. 

On voit par là que le théorème II fournit une seconde solution du pro- 
blème dans lequel il s'agit de transformer une fonction donnée F (A, 4) 
en une infinité d'autres qui aient pour modules les différent ternies de k 
même échelle déjà construite pour le module k, et correspondante an 
nombre impair donné p. La transformation se feit iimnédiatement par les 
formules du théorème II, pour passer du module h aux modnles croissans 
ky A,, A4, etc.; elle se fait avec moins de facilité, et en exigeant pour 
chaque amplitude la résolution d'une équation du degré p^ lorsqu'il s'agit 
de passer du module h aux naodoles décroissans A| , A., etc. Mais^ dans tous 
les cas, la solution peut toujours se faire algébriquement, c'est-à-dire 
par la résolution d'un certain nombre d'équations algébriques d'uKi degiré 
déterminé. 

5o. Indépendamment de ces deux grands moyens de transformation qui 
s'appliquent à tout nombre impair donné p y il en est un troisième qui par- 
ticipe des deux , et qui n'emprunte de chaque théorème que la partie la 
plus facile , où il n'y a pa^ d'équation à résoudre pour passer de l'am- 
plitude de la fonction donnée à l'amplitude de la fonction traDsfi;>rmée. 

En effets supposons que, par un procédé dont nous donnerons bientôt 
les détails, on ait formé, d'après le module donné k, et dans telle étendue 
qu'on voudra , l'échelle des modules 

Iy*««» /C$y /C^y ^ly fC y fl y fil y rl^ y n^» m » » (o 

qui répond au nombre impair dùnné p. On pourra , par les formules du 
théorème l*', transformer la fonction, en la faisant passer du module k 
aux modulés décroissans h y h^y h^y etc. ; et , por les formules du théo- 
rème II, les transformations pourront être dirigées pour passer, avec la 
même &cilité, du module k aux modules croissans k^yk^y k$y etc. 

Dans ces deux séries de transformations, l'amplitude de cha^^iue! fonction 
se déduira de l'amplitude de la fonction précédente , au moyen d'une for- 
mule (3^) ou (44) 9 d^^^ laquelle le sinus inconnu s'exprime rationnellement 
par le sinus connu. A l'égard des régulateurs qui servent à former les équa- 
tions F(A, (p) = ftF(A, 4), F(^, 4) = /^*ï'(*«î 4«)> ®*c* y i*» s® ^^^^r- 
minent, soit par les formules propres au théorème I«', soit par les formules 

plus simples fis=-.jj, A^i=^-h;' '^•^d'hI' ®^^' ^^ aura de même, 

6.. 
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pour les équations F (A;, ^) = fi'iV{kr , (p,) , F(Aj , ^,) = fi'^{K j ^.) > 

relatives à la partie croissante de l'échelle , le^ formules fe', = =- , 

A^ s ^^ ïf j etc. 

5i. Il ne sera pas inutile de joindre ici un petit tableau où l'on verra 
d'un coup d'œil la liaison des formules que chacun des théorèmes fournit 
pour la transformation de la fonction proposée, tant dans l'ordre crois- 
sant que dans l'ordre décroissant. 

Échelle générale des modules pour le nombre impair p , 

Formules du théorème /". 

Ordre décroissant ( ^^*' "^^ =/'F(^»4), F(A, 4) = A*.F(A., 4.) , 
Ordre décroissant, | f(^^^4,)^^^f(^^^^^)^ .j,. 

Ordre croissant, f ^('^' ^^ =''*"(^' "P)' ^(*' *P)='.F(*.» <P.), 
Ordre croissant, j F(A;., (p.) = r.F(A;., <pO, etc. 

/' K. H H 

Valeurs des . ) '^^jÏH' '^•=jSi;' '^•~jSr.' ^^^^ 



régulateurs, } „ P^ „ pK » ^^' 



etc. 



Formules du théorème II. 



Ordre croissant ( ^(*' "^^ =A*'F(A:,«), F(A,«) = ^',F(A;., «.), 
Ordre croissant , | ^ «.)=f*'.F(^., «.) , etc. 



T(k„ a,)=f«'.F(A;„ a».) , etc. 

Ordre décroissant f ^(*' «) = "'F (^i , 4) , F(Â, 4) = /.p (A. , 4.) , 
Ordre décroissant , | j.^^^ ,^ ^^^ ,,^p^^ ^ ^^^ ^ ^j^ 

/ — 5 y' — . ÎL / — Il efc 

Rapports entre les régulateurs des deux théorèmes , 



V = pijf, V, = pfA,, v^ = pu^, etc. 
9' = pfiy v', = Pf^, , v\ = pu^ , etc. 



? 
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§ VI. Usage des mêmes théorèmes dans la multiplication et la 

dii^ision des fonotions de première espèce. 

5â. Nous avons déjà remarqué que les formules données par les deux 
théorèmes, savoir, F(A, ^) = iwF(^, 4)? F(^> 4) = /^'^(A;, û>), con- 
duisent immédiatement à l'équation 

F(A;, «)=;;F(A, (p), 

qui servira également à la multiplication des fonctions et à leur division par 
le nombre impair p. 

On voit d'abord qu'étant donnée l'amplitude ^ de la fonction simple 
F(A:, ^), îl faudra chercher l'amplitude 4 ^^ ^^ fonction auxiliaire F(A, 4)5 
au moyen de la formule (3a) du théorème T', laquelle donne la valeur de 
sin 4 9 exprimée par une fonction rationnelle de sin ^ ; ensuite , on fera 
usage de la formule (44) du théorème II , qui donne semblablement l'ex- 
pression de sin 6» en fonction de sin 4- D'ailleurs, on connaît la loi que 
suivent , dans leurs accroissemens ^ les amplitudes 9 et 4 > ^^^^i que celle 
qui a lieu dans les accroissemens des amplitudes 4 ^t où. Ainsi la détermi- 
nation de sin cù par sin ^ fera connaître, sans ambiguité, la valeur de tù dé- 
duite de celle de ^. 

On peut supposer que la valeur de sin 4 ^^ ^^^ Ç 9 donnée par le théo- 
rème I*', est substituée dans la formule (44) du théorème II, et alors on 
aura immédiatement l'expression de sin œ , laquelle sera donnée par une 
fonction rationnelle de sin (fy dont le numérateur est un polynôme du de- 
gré p*y avec tous les exposans impairs , et le dénominateur un polynôme du 
degré p^^ i, avec tous les exposans pairs. Cette substitution peut être cen- 
sée satisfeire au problème que nous nous étions proposé n^ 22, tome P', et 
qui consiste à trouver l'expression générale de sin cp» et cos ^. en fonction 

« 

de sin (p et cos (p. 

Mous remarquerons cependant que la solution qui vient d'être indi- 
quée suppose connues les quantités a. et €m pour toute valeur de m. Ces 
quantités peuvent se déterminer par les équations algébriques dont elles 
dépendent , ou par les méthodes d'approximation ; mais elles sont en quelque 
sorte étrangères au problème dont il s'agit, et elles doivent disparaître dans 
le résultat final, qui ne peut contenir, tant au numérateur qu'au déno- 
minateur, que des coeffîciens exprimés en fonctions rationnelles du mo- 
dule k. Ainsi, le problème de la multiplication des fonctions n'est eu- 
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core résolu que d'une manière incomplète , et qui laisse beaucoup à 
désirer. 

11 en est de même , à plus forte raison , du problème de la division des 
fonctions; cependant, comme ce problème présente, en général, une équa- 
tion à résoudre du degré p* , il faut avouer que l'application de nos deux 
théorèmes sert à diminuer beaucoup la diffietilté. II £aut, pour l'usage de 
ces formules, calculer préalablement les quantités a^ et ^», qui servent à 
diviser les fonctions complètes F'A; et F'â' en p parties égales. Ces quantités 
étant connues , la division de la fonction Y (k^ où) en p parties égales , 
c'est-à-dire la détermination de l^mplitude ^ qui satisfait à Féquation 

F(A, (p)=-F(A;, û>), se réduira à résoudre deux équations du degré p^ 

savoir , l'équation (44) 9 pour déterminer sin 4 P^r le moyen de sîn o) , et 
l'équation (32), pour déterminer sin 9 par le moyen de sin %!/. On voit, par 
conséquent , que sin 4 sert d'auxiliaire pour décomposer l'équation du de- 
gré p^ en deux équations du degré p. 

Les choses se simpliGent ultérieurement dans les cas particuliers, ainsi 
qu'on le verra ci-après ^ans le développement des cas de ^ ss 3 et /; =s 5. 

§ VII. Usages de l équation transcendante k> "^ P ff • 

53. Nous remarquerons d'abord que le théorème contenu dans cette 
équation s'accorde avec ceux que nous avons trouvés sous une autre 
forme n® 85 et n® 190 du tome 1*' j le premier, pour le cas de /? = a , 
qui est celui de l'échelle ancienne , et le second , pour le cas de /> = 3 ^ 
qui est celui de la seconde échelle dont nous avons traité dans le oha-- 
pitre XXXI. C'est donc un résultat général qui s'appKque non-seuI«ement 
à tous les nombres impairs sans exception, mais même au cas de/7=a, qui 
se rapporte à l'ancienne échelle. 

K. H 

La formule v^^/'fp représente, sous la forme transcendante, l'équation 

algébrique qui existe toujours entre deux modules consécutifs 1; et A , pris 
dans l'échelle dont l'indice est /? , A; étant le plus grand des deux. On aura 

semblablement , entre les modules ^ et ^i , l'équation ïT,=;i{Tr , entre A, et 

H H 

A^ , l'équation gr !=;^gr j etc. j donc 

K H Hi • Ha . 

j^=;;g-,= ;;«gr=/? gr, etc., 
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, K H 

et, en général, —,:= p^'^^ :^ . Cest la relation qui existe entre le mo- 
dule k et le module h^^y qui occupe le rang /n-f- 1 , après k , dans la suite 
décroissante k^ h^ A», A«, etc. On aura donc semblablement, entre les mo- 

K. K. 

dules Â;„et A:, f équation ^z=zjf —, ; car le module k est placé au rang 

m y après A;„, dans la série décroissante k^s k^^^ , ^m--»' • - ' k^y k^y k. Cette 
même équation , sous la forme 

contient une relation directe entre le module k et le module k^^ qui occupe 
le rang m^ après kj dans la série croissante k^ k^j k^. . .* k^- 

Les transformées successives de la fonction V (ky ^)y suivant les for- 
mules du théorème r% et dans Tordre des modules décroiisans, sont doi^ 
nées par les formules 

ïXi;,^>=|t*F(Â,4), F(A,4)=:|U.F(A.,4.), F(A.,4,>=,t«.F<A.,4.),etc., 

,1, I K I H I H, ^ 

oulona ^=-.g, f*. = -.g-,A*. = -.|^,etc. 

Il en résulte les -valeurs successives 

F(A,(p)= fiYÇk, 4)=i.|F(À, 4), 

F(A;,(p)= ^/*.F(^.,4.)==^.|f(A.,4,), 

F(A;,» = /*/u./*,F(A.,40=jJi.|;F(A.,40, 
etc. 



F(A,<P)=-;^..^.F(A., 4.). 



Donc on peut passer immédiatement du module k au module A^, pris 
dans la série décroissante , par la formule 

p""^' Hro 

On passera de même du module k au module i;„ > pris dans la série 
croissante, par la formule 

F(A;, ^) = ;>-.^.F(A;.,?).). 

54- Dans le premier cas, l'amplitude 4» ^ déduit de l'amplitude précé- 
dente 4»-o suivant la même loi que 4 ^ déduit de 9, c'est-À-dire par une 
équation qui exprime rationnellement sin 4 ^^ fonction de sin (p , et sembla- 
blement sin 4» en fonction de sin 4m--t* 



48 FONCTIONS ELLIPTIQUES , 

Dans le second cas, qui s'applique aux modules croissans, Famplitude ^„ 
se déduira de la précédente (p«-.i, en résolvant une équation du degré p. 11 
y aurait donc autant d'équations de cette sorte à résoudre que d'unités 
dans 77} ; et , en outre , il faudrait à chaque opération calculer la série en- 
tière des quantités analogues à a«. Mais il s'agit ici de simples possibilités 
et non de l'exécution effective de "tant de calculs qui deviendraient bien- 
tôt impraticables, même pour d'assez petites valeurs de ^ et de 77i ; on a 
au moins l'avantage de pouvoir former a priori, et par des calculs rendus 
faciles par des transcendantes bien connues, l'équation qui fait passer di- 
rectement du module k au module plus petit ^», ou au module plus 
grand A;„. Quant aux amplitudes 4m ou (p„, il sera toujours possible de 
les trouver par approximation, en supposant F (A, ^) connu, puisque A» 
devenant bientôt très petite ou même négligeable, F(Aa,, •>[/„) se réduit à 
4« ; et que , d'autre part , k^ pouvant bientôt être confondu avec l'unité 
F(A:«, (p«) se réduira à log-tang (45* + \ (p«). 

Les mêmes calculs que nous venons d'indiquer s'appliquent aux formules 
du théorème II, ainsi qu'on peut le voir par le tableau de l'art. 5i. 

55. Revenons maintenant à l'équation y2'=Pw '* ^^ > P^"^ générale- 
ment , aux équations 






qui servent à passer, l'une du module k au module A„, dans l'ordre dé- 
croissant, l'autre du module k au module Â;„, dans l'ordre croissant. Sup- 
posons qu'étant donné A, on veuille calculer par ces formules les diffé- 
rens termes de l'échelle qui répond au nombre impair donné p. 

Par la table des fonctions complètes (table i'% tome II), on connaîtra 
à la fois les logarithmes de K. et de K' calculés avec douze décimales • ou 

connaîtra donc le logarithme de |,, et par suite celui de ^. Lorsque 

A, ne sera pas trop petit, on pourra trouver dans la table une valeur de 

A,, qui corresponde à peu près au logarithme de ^s.; alors on trouvera ai- 

sèment , par interpolation , une valeur fort approchée du module demandé h 
Il en sera de même des cas oà l'on pourrait trouver dans la table un loga - 

rithme peu différent de celui de ~ ; mais le plus souvent les limites de la 

table ne permettront pas de faire ces interpolations, et le calcul pour déter- 
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miner h^ ou k^ n'en deviendra que plus facile. En effet y la série hj h^, 
h^ , etc., décroissant d'une manière très rapide, on pourra bientôt supposer 

Hai= \nt et H'« = log-^; de sorte qu'on déterminera immédiatement le 

module h^ par l'équation 

dont le premier membre représente un logarithme vulgaire. 

De même, à cause de la convergence très rapide de la suite k^k^^k^^... 
vers la limite i, on aura bientôt, avec une exactitude suffisante, 



ce qui donnera 



K'« = i7r et K^ = log. hyp.^ ; 

* m 

log ;^ = 77»?" • i[? (043439- • •) > 



équation qui détermine le module k^^ très peu différent de l'unité, par son 
complément k'^. 

C'est ainsi qu'on pourra calculer, dans toute l'étendue qu'on voudra ^ 
l'échelle des modules qui résulte du module donné k et du nombre 
impair donné p) et il ne sera pas plus difficile de calculer le dixième 
ou le centième terme y avant ou après le module donné k^ que tout autre 
terme voisin de A:. 

56. Si , après avoir formé l'échelle qui convient au module donné k et au 
nombre impair p , on forme une seconde échelle avec les complémens des 
termes de la première , placés au même rang , comme on le voit ici : 

I ^ • • . • ytj , fC^ , AD|, iCj il y 1^1 y '1% 9 t^Z • • • • ^O 
Oj» • • m It ^y le ^y fC ly tv y fl j /l|,/^^, /fj. ••• ^I 

cette seconde suite sera l'échelle des modules qui, pour le même indice p^ 
répondra au module k^, complément de k-, elle sera seulement disposée dans 
un ordre inverse, c'est-à-dire qu'elle sera croissante dans le sens où la pre^ 
mière est décroissante, et réciproquement. Ainsi, l'échelle construite pour 
le module k fait connaître immédiatement Téchelle qui répond à son com- 
plément A;', l'indice p élaujt le même dans les deux cas. IXous avions déjà 
Élit mention de cette propriété au n* 76, tome P^, pour l'ancienne échelle 
qui répond à jc? = 2, et au n^ 189, ibid., pour l'échelle qui répond à 
p = 3 ; mais on voit que cette propriété est générale pour toutes les 
échelles qui répondent à un nombre impair quelconque. En effet , de l'é-r 

l 
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qualîon ^=/>g7 , qui a lieu pour le module k^ on déduit immédiatement 

K' I H' 
l'équation k" ^^ "'ïr' ^"^ ^^ rapporte au module K^ en renversant Tordre 

des termes, ce qu'exprime le changement de p en -. Examinons^ mainte- 
nant deux cas particuliers très remarquables. 

57. Supposons premièrement A;=3sin 45®, on aura k=zk\ et par con- 

séquent ^= =-. Or,/? étant donné, il existe toujours une équation algé- 
brique entre les deux termes consécutifs A; et ^ ^ et si l'on met dans cette 
équation la valeur A;=v/ï, on en tirera la valeur de A, qui satisfait à l'é- 

quation transcendante /^ = îï- j ©t qui peut étre»considérée comme une fonc- 
tion de /?, algébriquement déterminable. Dans la même hypothèse, puisque 
k'^=^kj l'échelle des complémens sera la cnême que celle des modules, 
mais dans un ordre inverse ; d'où il suit que l'échelle, pour le nombre p , 

sera alors de la forme 

* 

!)•..• Â's, h\^ A',, h' ^ sin 45% h y A, ^ h^ ^ Aj,.,,. (o 

c'est-à-dire que les termes également éloignés du terme moyen sin 45"" se- 
ront eomplémens l'un de l'autre; tek sont h et h'^ h^ et A',, etc. 

58. Supposons, en second lieu , que dans la même équation algébrique dont 
on vient de parler on fasse A = A;' = i/(i — k*) ; on en déduira une valeur 
de ky laquelle ne dépendra que du nombre p^ qui est l'indice de l'éctuelle. 
Mais puisqu'on a, dans cette hypothèse, h:;szk\ on aura a^ssi h! z=sik\ et 
par conséquent il y aura entre les fonctions complètes de semblables é^- 
lités , c'est-à-dire qu'on aura H = K', et H'= R; donc l'équaliou. . .. 

-, = ;; g7 donnera \^j =^;;, ou ^, =?/;>. 

Dans le premier cas ^ l'équation des modules nous a fourni la valeur 

du module A, qui satisfait à l'équation transcendante çr> :=:^, en faisant 

Dans le second cas, la même équation, dans laquelle on fait 

h = \/(i — A:') , donnera la valeur du module k , qui satisfait à l'équa- 
tion transcendante •g,=v^;?. 

Mais si dans l«s deux échelles ^complémentaires du n^'dô.oa fait h'z=iky 

la partie croissante de l'échelle inférieure, savoir. A:, h\y A'., A'3, 

coïncidera avec la partie croissante de l'échelle supérieure, savoir. A:, 
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k^^ k^^ kl* . . . ; et pareillement la partie décroissante de l'une coïnci- 
dera avec la partie décroissante de l'autre. Ces deux conditions, qui sont 
une conséquence l'une de l'autre, donnent ^,1=^',, k^z=zh\^ ks=h'^^ etc., 
et en même temps hf^:=:h^^ k\ = h^ , k^$ = h^ , etc. 

Il s'ensuit, par conséquent, que l'échelle des modules, dans le second cas^ 
est toujours de la forme 

où l'on voit que les deux termes moyens k , k' sont complémens l'un 
de l'autre, et qu'il en est de méine dé deux autres termes également éloi- 
gnés des termes moyens. 

Cette échelle , qui a pour indice le nombre p , est telle , que deux 
termes consécutifs m et n satisfont toujours à l'équation ' transcendante 

fTf^^^P'Kf' ^^ ^> ^^ particulier, pour k et k' l'équation =, = p =- , ou 

S. . K.' K' K 

g,=V//? j pour hf et A:',, l'équation k"^^/^"k* ' ^" K^ ^^^ PVPf P^^^* ^'i 

K.' K.' K. 

et A/, , l'équation ^ :=ip— ^ ou jgr- '=^P^Vp > ^'^ ^ii^é. de suite. 

59. Remarquons maintenant que les deux échelles que nous venons de 
construire peuvent être réunies eh une seule et même échelle, qui aura 
pour indice ^p\ cette échelle urdque sera Composée des termes entre- 
lacés des deux autres , cottime il suit : 

i). . . . /i'aj Ky h\y A:,, h\ A, sin 45% A;', A, A:\ , h^, k\y h^ . ^., (o 

En eifet, il est aisé de voir que, si /71 et /i sont deux termes consécutifs de 
cette échelle, n étant <[ m, on aura, entre les fonctions complètes corres- 
pondantes, l'équation rp ==v/^.=r,. 

Car, si m appartient à la série dont sin 4^^ est le terme moyeu , on 
aura —,:=zp\ i étant positif ou négatif, selon que m est plus grand ou 

plus petit que sin 45"* j alors n appartiendra à l'autre série,' dont k et k^ 
sont les termes moyens , et l'on aura 

|, = p'^'^r = P^'^WP ' donc jg> =t: )/p.^,. 

Le même résultat aura lieu si m appartient à la série dont k et kf sont les 
termes moyens, et n à l'autre série. 

L'échelle unique que nous venons de former avec l'indice y^p jouit de la 
' propriété que deux termes pris à égale distance du terme moyen sin 45"" 



'• • 
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sont toujours complémens l'un de l'autre ; elle jouit même de cette propriété 
d'une manière exclusive : car on peut démontrer que , dans toute autre 
échelle, on ne trouvera jamais deux termes qui soient complémens l'un 
de l'autre. 

Une autre particularité attachée à cette échelle, est que l'équation trans- 
cendante 5j7== Vp jj/j q"î 1^ caractérise, ne parait pas susceptible d'être 

représentée par une équation algébrique entre les deux termes consé- 
cutifs m et n, quoique les deux échelles dont elle est composée, l'une 
construite d'après le module sin 45*, l'autre d'après le module ky déter- 
miné en fonction de /?, appartiennent toutes deux à l'indice p^ et soient 
soumises, par conséquent, à la loi algébrique qui lie entre eux deux termes 
consécutifs. 

6o. On a un exemple de l'échelle unique dont l'indice est \/p , pour 
le cas de /7 = 2, qui est celui de l'ancienne échelle, dans la réunion des 
deux échelles formées n° 77, tome I*', lesquelles donneraient, suivant les 
dénominations préccden tes , 

A' = v/3 — I, k:=y/(2\/2 — 2), A=3 — 2v/2, A'=2(v/a — i)/^- 

Cette échelle satisfait à l'équation =rp =j/2.jr> ; mais dans ce cas , le plus 

simple de tous, on ne voit pas quelle serait l'équation algébrique qui 
pourrait avoir lieu entre deux termes consécutif de l'échelle : on sait seu- 
lement que, pour les termes alternatiis tels que w et tî^, /ï, et 773 , on a 

^ = 7+1^ ®^ ^' ^^ ^+^' ^* ^'°" ^^^ ^^"^ » = 4 («1) > 4 désignant une 
fonction inconnue, il faudrait déterminer celte fonction de manière qu'elle 
satisfit à l'équation 

Un second exemple de l'échelle unique se trouve, pour le cas de ^=3, 
dans la réunion des deux échelles données n°» 19a et iq3 du tome I" ; 
elles s'accordent avec la forme générale du n^ 69, en faisant k = sin 75°, 

A: = sm i5 9 /II— "rzpTTâ" ? ^ ^= ^ 1 ^3 ; et l'on a généralement pour 

deux termes consécutifs m et n l'équation | = v/3. |. Cette échelle est 

remarquable par ses trois termes moyens, qui sont sin 75°, .sin 45% 
sin iS"*. 
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Enfin , on peut donner un troisième exemple de réchelle unique , pour 
le cas de ;?= 5, en faisant A: = sin «T et sin ?<r = (2sini8**)'=j/5 — 2 ; 
d'où résultent les valeurs logarithmiques 

^•••- 9-99690 94449 60 K.,.. 0.54714 87821 45 

A'.... 9.07609 76386 26 K'. . • . o. 19766 37799 76 

DiflP. .• 0.34948 5oo2i 69 = 5 log 5. 

S. 

On a donc , en effet, ^, =i/5. Dans ce même cas, si l'on fait A= sin ^ 

et sin 27^ = (2sin i8*)**, on aura les valeurs logarithmiques 

h..*. 7. 191 II 88449 17 H.... 0.19612 oi388 25 
A'.... 9-99999 94764 '^ H'.,.. 0.89509 oi43i 60 

Diff... 9.30102 99956 65=log(o.2). 

H I * 

Donc g, = g; ce qui convient, en effet, soit à l'échelle dont l'indice est 5, 

pour deux termes consécutifs sin 4^'' et A, soit pour les mêmes termes, à 
deux places de distance, dans l'échelle dont l'indice est {/S. 

61. Si l'on propose de trouver un module m tel, que la fonction 
complète M , qui lui correspond , soit à son complément M' dans le 
rapport de p k ly ou dans celui de \/p à i , de sorte qu'on ait 

—7 = ^ ou =g> = \/p , ;; étant un nombre quelconque entier ou ration- 
nel , ce double problème se résoudra par les termes moyens de l'échelle 
construite pour l'indice {/p. 

En effet, cette échelle étant ainsi désignée 

ij « . • • A^A^ A^i ^ rCy sin ^3 , Au, /t f , A A , . • • • fo 

on aura =, = {/p et ^ =/?: donc, dans le premier cas, on aura /w =A;, , 
et dans le second ^ mz=zk. 

§ VIII. On prouve que le nombre des échelles et celui des 
transfonnations qui résultent des propositions précédentes , 
peuvent encore être augmentés à Vinfini. 

62. On a vu que l'échelle ordinaire, ou ce que nous appelons l'a/ï- 
cienne échelle des modules, correspond au nombre p = 2. Les échelles 
nouvelles peuvent être construites, à l'aide des deux théorèmes de M. Ja- 
cobi , pour tout nombre impair donné p ; mais nous considérerons seule- 
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ment les échelles qui se rapportent aux nombres premiers 3,5,7, ^^^- - ^^ 
la combinaison de ces échelles avec Téchelle ancienne, dont l'indice est :2 , 
va nous fournir des résultats infiniment plus nombreux que tous ceux que 
nous avons déjà obtenus. Nous allons prouver, en eflfet, qu'on peut cons- 
truire une échelle particulière de modules , non * seulement pour tout 
nombre entier, mais même pour tout nombre rationnel proposé. 

63. Supposons, par exemple, qu'on veuille former une échelle pour le 
nombre 3o =3 2.3.5. Prenant toujours k pour le module donné, appe- 
lons h le module qui suit k dans l'échelle ancienne ou dans l'échelle n^ 3 ; 
prenons de même , dans l'échelle n"" 3 , les deux termes consécutifs h et f^ 
et dans l'échelle n* 5 les deux f et g. Ces trois échelles seront indi- 
, quées partiellement , pour faire connaître l'ordre Jes termes , comme il 
suit : 

Échelle n* a , termes consécutifs A: , h. . . ^ (o 

n* 3 ^9 /• " • {o 

n* 5 /, g (o 

D'après les propriétés des fonctions complètes correspondantes, on aura 

K'^^H'' H^~^F' F~ G'' 
K. G- 

il en résulte => = 30p7. Ainsi, g* sera le module qui doit suivre k dans 
l'échelle n® 3o , en cette sorte 

Échelle n* 3q, termes consécutifs k, g. . • . (o 

Dans l'échelle n* 2, on connaît l'équation entre les modules k et k^ cette 

o i/ h 

équation est k = -xi' ^^^ l'échelle n** 3 , l'équation entre les modules 

A , y et leurs complémens A', /' est \/(hf) + V^f) = ^ 5 dans l'échelle 
n* 5, on connaît l'équation entre y* et g, que nous donnerons ci-après. 
Au moyen de ces trois équations , on pourra former l'équation entre k 
et g 'y ce sera l'équation des modules qui répond à l'équation transcen- 
dante ^f 5=s 3o ^/ , et qui servira à calculer algébriquement tous les termes 

de l'échelle dont l'indice est 3o. 

On formera semblablement l'équation entre les sinus des amplitudes par 
la combinaison des trois équations analogues qui ont lieu dans chacune 
des échelles 2,3,5: c'est ce qu'il serait inutile d'expliquer ici avec 
détail; car on voit bien qu'il s'agit de possibilités , et non de calculs ef- 
fectif. 
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64- Lorsque le QQmbre donné pour indice de Téchelle aura des fac- 
teurs égaux , on prendra , dans les échelles correspondantes , des ternies 
non contigus, mais qui se suivent à la distance convenable. Soit proposé , 
par exemple , le nombre p = 36o = 2' . 3' • 5 , on prendra , dans les 
échelles n®* a, 3 et 5, les termes K^ fi^ g, comme il est ici indiqué : 

Echelle n* 3, termes successifs A:, A, A, , A^. . . . (o 

"•3 ^a,/^/. ...... (o 

«'5; /,, g (o 

D'après la disposition de ces termes dans leurs échelles respectives, on 



aura 



5 os5i 5l vEi îl a:^ . 

ce qui donne £? = a'.3*.5 ^. Donc A: et g' sont deux termes consécutifs 
dans l'échelle n** 36o. 

Quant à Féquation entre les modules A: et g', qui permettra de calculer 
tous les termes de cette échelle, on la déduira des équations connues dans 
les échelles particulières entre k et A^^, .entre A^-ety,, enfin, entre yj ^^gi et 
l'on observera que l'équation entre k et A. doit être formée par la combinai- 
son des trois équations qpi ont lieu entre k et h, entre ^ et Ai , enfin , 
entre h^ et h^y que, de même, l'équation entre h^ etjl résulte des équa- 
tions entre h^ et/y puis entre f fit J[. On formera semblablement j^s équations 
des amplitudes. Toutes ces opérations deviennent très compliquées, à me- 
sure que les nombres augmentent 5 mais elles peuvent s'exécuter algébri- 
quement dans tous les cas. D'ailleurs, si l'on ne veut que des approxi- 
mations, les modules sont toujours faciles k calculer par l'équation trans- 

K H ' 11^ 

cendante =-, = ^ rç? , quelque grand que soit le nombre p, 

65. On doit voir maintenant qu'il est facile de former une échelle qui 
réponde à tout nombre rationnel proposé. 

Soit, par exemple, ^7 s= | ; on considérera, dans l'échelle n* 3, les 
deux termes consécutifs A: et ^, et dans l'échelle n** 2, les deux jTet A, 
comme il suit : 

Echelle n* 3, termes consécutifs A:, A. ... (o 

n* 2 y, A. ... (o 

il en résulte les équations — , = 3g7, p^^g^' ^^"^ K' ^^^ » 'F' '- ^^"^ 
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k et / sont deux termes consécutifs dans l'échelle dont l'indice est -f , en 
celte sorte 

Échelle | , termes consécutifs A: , /! . . . (o 

Quant à l'équation entre k et /*, elle se formera de l'équation entre k 
et k , laquelle est \/{kh) + \/(kfh') = i , et de l'équation entre / et h, 

savoir, /'=^^- , ou /'=-^, : d'où À= . *>, et A'=— J^. On aui'a 

donc pour l'équation cherchée 



v/[^f] + v/(^^)=- 



66. Soit A: =5 A/=v/7 ; si l'or^ fait A = sin c , l'équation Vsin € + Vcos e 

4, 

z=zy2 donnera sin 26 = (a — \/3)' = (asiniS*)*, 2€ = 4**?' '"j^QQ^S, 

€ = 2- 3' 3o",94969 , /= i^ = tang» (45<> - ^ é) = sin 68%536o6729 , 

/ = sin2i°,4639327i. D'après ces valeurs de y* et de f , on trouve pour 
les fonctions complètes F et F' les valeurs logarithmiques 

F' 0.38767 81903 

F 0.21 158 69303 

Diff . • . • o . 1 7609 1 2600 s= log |. 

K. F 

Donc on a ^/== f «p/* La valeur de y appartient à l'une des deujf échelles 

I qui composent l'échelle unique {/^. 

67. Pour avoir l'autre échelle, soit kç;:pf'j et, par conséquent, V z=if\ 

l'équation à résoudre sera i/l , , j^ J "'^ V L I^h 1 ^^^ ' " ^^^ 
—^-7= a?*, on aura jc+ \/2a:=ij d'où ^x = ^ ~ ' , a:î=: 2—^/3 
et A = ^ K : c'est le module qui satisfait à l'équation transcendante 

^ = v/|- On trouve log A = 9.92584 76645; ce qui s'accorde avec la 

solution que nous avons donnée du même cas (n"" 197, tome P'). D'après ces 
deux déterminations, les cinq termes moyens de l'échelle |/| seront y, A:, 
sin 45', A:', /. 

68. Soit proposé de former l'échelle qui. a pour indice ^ = ^-^. On 

9 3 

prendra dans l'échelle n® 2, les trois termes consécutifs A:, ^, A,; dans 
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l'échelle n* 3, les deux *, , /, et dans l'échelle n* 5, les deux g^f^ comme 
on le voit ici : 

ÉcheUe D* 2, termes consécutif.. . . A:, A, A.... . (o 
iï*3 A.,/ (o 

^" ^ é',/- (o 

et , par la propriété de ces échelles, on aura 

— — x5l 5i— 3^ ^=5-- delà 5. — !• 9- 

Ainsi , A: et ^ seront les deux modules oonsécutife dans l'échelle •^. L'é- 
qoation entre A: et ^ se trouvera par la combinaison de l'équation entre 
k et ht y dans l'échelle n* 2 , de l'équation entre A, et fy dans l'échelle 
n* 3 , et de l'équation entre g et f^ dans l'échelle n"" 5. Si , en même 
temps, on détermine k de manière qu'on ait A: = g^, h! z=z g ^ on aura 

jr7 = i/-^, et l'écheUe qui en résultera sera l'une des deux qui compo- 
sent l'échelle unique pour le cas de ^ = -^ , c'est-à-dire l'échelle dont 
deux termes consécutifs m, n satisfont à l'équation ^ z=z^p.^,. 

69. En général , quel que soit le nombre p , entier ou fractionnaire , on 
pourra toujours construire, d'après le module donné k^ une échelle qui ré- 
ponde au nombre p^eX obtenir une équation algébrique entre deux termes 
consécutifs A: et A de cette échelle. 

De cette équation on pourra toujours déduire deux échelles [particu- 
lières, l'une pour le module A? = sin 45"*, l'autre, en déterminant A: et A 
d'après la condition A:=^' ou Ar'sA. Ces deux échelles, réunies par une 
sorte d'intercalation , formeront une échelle unique qui aura pour indice 
|/^, et qui, pour deux termes consécutifs /n et n, satisfera, en général, à 

l'équation irr-, =n/^.=j>. Cette échelle aura la propriété que deux termes 

quelconques également éloignés du terme moyen sîn 4^*" seront complé- 
mens l'un de l'autre; de sorte que toute fonction dont le module m sera 
compris dans l'échelle unique, pourra être transformée en une autre dont le 
module sera m\ complément de m. 

Nous avons, dans un autre temps, avancé que les exemples d'une fonc- 
tion dont le module peut être changé en module complémentaire , étaient 
très rares ; maintenant que la théorie des fonctions elliptiques a reçu de 
grands accroissemens, on voit que cette propriété a lieu pour tous les mo- 
dules compris dans l'échelle qui a pour indice \/p , p étant un nombre 

8 
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quelconque , entier ou fraetionnaire ; et les exemples connus viennent se 
ranger, comme cas particuliers, dans cette classification infiniment étendue. 

70. Si Fon considère enfin que, pour former l'équation entre les sinus 
des amplitudes ou entre leurs tangentes , on a la Êiculté , pour chaque 
facteur premier dont le nombre p est composé , soit multiplicateur , soit 
diviseur , de choisir entre les deux équations des amplitudes fournies par 
les deux théorèmes, et qu'ainsi le nombre des combinaisons qui produi- 
sent le résultat [final est en général :2"*, m étant le nombre des facteurs 
premiers inégaux qui sont multiplicateurs ou diviseurs du nombre p^ on 
devra en conclure que le nombre des transformations dont une même 
fonction de première espèce est susceptible, s'agrandit sous tant de rap- 
ports , qu'il surpasse tout ce qu'on peut imaginer, et se place dans les 
infinis de l'ordre le plus élevé. C'est donc à juste titre que cette fonction 
a été qualifiée de proiêe analytique; l'analyse n'a jamais mtontré autant 
de fécondité que dans l'objet particulier qui concerne la multiplicité de 
toutes ces formes. 

Au reste, parmi les 2*" combinaisons dont nous avons dit qu'est sus- 
ceptible l'équation des amplitudes, il n'y en a qu'une seule dans laquelle 
la formule finale de réduction F (A: , ^) = XF(^, tr) soit telle, qu'on puisse 
exprimer rationnellement sin <r par sin (p, ou tang g par taug ^. 

On peut toujours supposer ^> i , car l'échelle - revient à l'échelle p 

p 

prise dans un ordre inverse. 

Cela posé, i*. si p est de la forme -y-, ;t?' et ^7' étant impairs, on pourra 

P 

exprimer rationnellement tang cr par tang ^. 

2*. Si p est de la forme — , on pourra exprimer rationnellement sin <r 

par sin (p. 

3*. Enfin , si 2 n'entre ni comme multiplicateur ni comme diviseur 
dans le nombre p entier ou fractionnaire, on pourra exprimer tout-à-la- 
fois sin (T par sin (p , et tang <r par tang ^ ; c'est ce qui résulte immédia- 
tement des n** 4ï et 45. 

yi. Nous remarquerons encore que, quoique chaque échelle de mo- 
dules soit composée d'une infinité de termes , algébriquement déterminables 
entre les limites zéro et i, cependant, si l'indice p , entier ou fraction- 
naire, sqrpasse le toombre 3, il n'y aura jamais à considérer qu'un très 
petit nombre de termes de l'échelle, quatre pu cinq au plus, qui peuvent 
donner lieu aux transformations de la fonction donnée, les autres termes 
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échappant en quelque sorte au domaine des calculs usuels par leur extréoie 
petitesse ou leur extrême proximité de la limite i . En effet , il résulte de la 

K H 

formule =^^ =/? 5; , que lorsque le terme k peut déjà être considéré comme 

très petit, auquel cas le terme suivant h est beaucoup plus petit, celui-ci 
se détermine par l'équation 

-^ =p.-^ (n" 48, tome !•') } 

logf-iif Iog|-iA« 

I 

d'où l'on tire 7 = fj\ 0+/^*)- Cette formule fait voir que, lorsque p 

surpasse 3 , le décroiss^nent des termes de l'échelle sera extrêmement ra- 
pide, puisqu'on a, par exemple, pour le cas de /? = 5, 

Dans le sens contraire, les termes ne s'approchent pas moins rapidement 
de la limite i ; car si h est un terme déjà très peu différent de i , en sorte que 
son complément h* soit très petit, le terme suivant A:, dans l'ordre crois- 
sant , aura un complément beaucoup plus petit A/, qu'on déterminera sem- 
blablement par la formule 

Les mêmes formules font voir qu'il n'en serait pas de même si l'indice p 
était peu différent de l'unité, si l'on avait, par exemple, /?= | ou ;7 = {f ; 
alors l'écheUe des modules aurait une marche beaucoup plus lente , et l'on 
pourrait obtenir un grand nonibre de transfi>rmatiotis , sans trop s'approcher 
des limites de l'échelle. 

§ IX, De la transformation des fonctions elliptiques de la 

seconde espèce. 

72. Toute fonction donnée de seconde espèce E(A:, ^) peut être trans- 
formée dans les mêmes cas, et d'une manière aussi générale, que la fonc- 
tion de première espèce F (A: , (p) , et la formule de transformation pour 
passer du module A: au module plus petit h sera , en général , comme dans 
les deux premières échelles, de la forme 

E(A:, <p) = aE(A, 4)+eF(A, 4)-|-V, 

8. • 
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ât, et 6 étant des coefficiens oonstans, et Y une quantité purement algé- 
brique. On doit prévoir que le calcul de la quantité Y deviendra de plus en 
plus compliqué 9 à mesure que le nombre p sera plus grand; mais cette 
quantité disparait lorsqu'il s'agit de la fonction complète , et alors la trans- 
formation de la fonction E^k peut être faite généralement par une formule 
très simple. 

Pour parvenir à ce résultat, il serait naturel de chercher directement la 
valeur de l'intégrale /V/*>}.j/(i — A^sin^-vl/), en y substituant la valeur de 
sin 4> en fonction de sin (p, donnée par la formule du théorème l" y alors 
on aurait à intégrer la diffîrentielle 

— (i-**gin ^) . ^———^^^—j . Vi-ifrin-^si^V^/ ' • " Vi-Psin*^ sin- ij ' 

Mais cette intégration peut présenter dès difficultés, au moins par la 
prolixité des calculs , et il y a un moyen beaucoup plus simple de 

parvenir au résultat ; ce moyen consiste à différencier l'équation 

F (A:, ^) = ftF(^, 4)> P^^ rapport à A:, en regardant ç comme cons- 
tante. 

73. 11 faut d'abord , pour cet objet , trouver le rapport ^ , en différen- 

K H 

ciant l'équation des modules g> =/>§>• 

Par la formule du u? 4^, tome T', appliquée aux quantités K = F"A: et 

K'=i¥'kf, on a, en observant que dl^=: p- , 

dK = §i (E'k — yfF'it) , 

donc 

K'dR. — RrfK'= ^.(E'AF'A' + E'A:'F'A- — F'AF'A') = ^. 

Par la même raison , 

donc l'équation =,ssp^f étant différenciée, donnera 

jwdi _ i*dh 

et par conséquent, 

dh__i A&'*g' _ AA'*H* _ I h^ 
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74- Maintenant, il faut diflFérencier l'équation F (A:, (fi)=:fjLP(hy >|/), en 
faisant varier A: et A, et regardant (p comme constante, mais non pas >[/, 
parce que l'expression de sin*^ par sin(p contient les quantités et qui dé- 
pendent de A: , en vertu de l'équation F (k , uj) = — K. Quant au coeffi- 

K 
oient fJL , on peut le mettre sous la forme -g ; mais nous le laisserons tel 

qu'il est, parce que, dans les applications, il est lié aux modules k et 

k par des équations algébriques qui donnent aisément la valeur de ^. 

On appliquera d'ailleurs aux fonctions F (A:, ^), F (A, «s}/) la formule gé- 
nérale de l'article cité, où l'on fait varier seulement le module 

d^{c> <f>) _ J_ /p J,%v\ t ^^P ^ cos ^ , 

de ~ 6'c^^ '>' b^' A(c, <f>) > 

on aura ainsi l'équation différentielle 



dhri 
+ dk^(.^y 4)+ ^/(i _ A» sin» 4^) • dit 



= M"m\ lÎT-Mf^, 4)-^F(*» 4) — p • t/(T-A~8in*,I.)J 



J7. 

Substituant la valeur de ^ , et tirant de cette équation la valeur de 
E(A, (p), exprimée par le moyen de E(A, 4) et F (A, -s}/), on aura 

(54) E(*, <p)=^E(A, 4)H-(^A:'*_^ A'.+ AA'« |)f (A, 4H-V , 
y étant une quantité algébrique ainsi composée 

■y ft* sin ^ ces ^ I A'sin 4 co s^^ . fikkf^ d^ 

'j5. Si l'on eût soumis à de semblables opérations la formule du théo- 
rème II, F (A, '^) zsz (a/F {k y cù)y on en aurait tiré le résultat 

lE(A,«)=iE(;i,4)H-(7— -*A'-^)F(^,4) + V', 

^ ^ J ^, k* sin à» cos à » A^ sin 4 cos 4^ ^'' ^ 

Il suit de ces deux formules, que pE{k, (p) — E(A:, «) est égale à la 
quantité algébrique /?V — Vj ce qui est conforme à la nature des fonc- 
tions E (n* 35, tome 1"), puisqu'on a, dans le cas présent. 
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pV{kj (p) — F{k, œ) = o. 

On obtient ainsi une nouvelle vérification assez remarquable des formules 
de nos deux théorèmes , et l'on voit en même temps que ces deux théo- 
rèmes conduisent au même résultat dans le problème de la transformation 
des fonctions de seconde espèce. 

76. Si Ton fait dans la première formule ^ = j'^ et %j/=/?.J-'7r, ou 
dans la seconde , û>=-y7r et «4/=^^, les quantités algébriques dispa- 
raissant y ou aura la valeur de la fonction complète , comme il suit : 

(56) E'(A)=^E'A-H (p^»-^'h-M^-|)F'A. 

Dans cette formule^ la fonction E^k est transformée en une autre E'h 
d'un module plus petit. On peut tirer de la même formule la valeur de 
E'A, exprimée par E'A: et F'A:; mais cet objet sera mieux rempli par 
l'autre formule, où les quantités /^% k se déterminent directement en 
fonctions de h' ou de A, au moyen des auxiliaires Q, On aura donc, pour 
passer du module h au module plus grand k pris dans l'échelle construite 
pour l'indice p , cette formule 

(57) E'A = /4E'k + (ft'A'* — /J^' + ^"S) ^'*- 

77* 11 résulte de ces formules que les fonctions elliptiques de seconde es- 
pèce sont susceptibles d'être transformées d'autant de manières et dans les 
mêmes cas que les fonctions de première espèce j mais les formules de trans- 
formation sont compliquées d'une quantité algébrique, qui est en général 
difficile à déterminer : cette qu<intité disparait lorsqu'il s'agit des fonctions 
complètes, et alors les résultats sont exprimés, comme on l'a vu, par des 
formules très simples. 

Toute échelle de modules dont l'indice p est entier ou fractionnaire offre 
le moyen de transformer la fonction donnée E(A:, ç) , de manière que son 
module k soit remplacé successivement par tous les termes de l'échelle qui 
s'étend à l'infini , tant pour parvenir à la limite zéro que pour parvenir à la 
limite i; maïs on doit distinguer particulièrement Téchelle unique \/p ^ 
formée de la réunion de deux échelles qui ont pour indice p^ et dont nous 
avons donné la construction. La propriété principale dé cette échelle étant 
que les termes également éloignés du terme moyen sin 4^^ sont complé* 
mens l'un de l'autre ^ si deux, termes de cette sorte sont désignés par m et 
m', on pourra transformer tout-à-la-fois la fonction F(ï7», <p) en F(wt', 4) , 
et la fonction E(m, tp) en E(m', 4) ®t F (m', %[/), par des équations de 
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la forme 

F(m, (p) = aF (m', 4) , 

E(/w, (p) = èE(7»', 4) -+- cF(/7ï', 4.) 4- V, 

où a, byC sont des constantes, et Y une quantité algébrique qui dépend 
des amplitudes ^ et 4* 

Dans le cas des fonctions complètes , on aura simplement F*//i := eF'fw' 
et E'm =/E'm' + g'F'm', e^f^g étant des constantes multiples ou sous- 
multiples de «, i, c; d'un autre côté, on a l'équation des fonctions com- 
plémentaires E'/wF'm' + E'/?/F'/7i — F*/nF"/B' =s ^ 'tt. On pourra donc 
exprimer les fonctions complètes de seconde espèce E'/w , E*/7i', par les 
fonctions complètes de première espèce F*/?«, FW, ou seulement par 
l'une d'elles. 

Nous avons donné plusieurs exemples de ces réductions dans notre Traité 
lies Fonctions elliptiques j mais ce n'est qu'après avoir découvert l'échelle 
unique ^/^, où p désigne un nombre quelconque entier ou seulement ra- 
tionnel , 4jue la proposition générale qui renferme tous les cas particuliers 
pouvait être établie, comme nous venons de le faire. 

78. Les transformations dont les fonctions de première et de seconde 
espèce sont susceptibles ne s'étendent point aux fonctions de troisième 
espèce, car on a <léjà vu, dans le chap. XXXI, tome I", que pour l'é- 
chelle n® 3, qui est la plus simple après l'ancienne échelle, l'application 
des formules de transformation à une fonction de troisième espèce, don- 
nerait des résultats successifs, dont la complication augmenterait conti- 
nuellement , et qui ne pourraient être d'aucune utilité. Il n*y a donc que 
les formules de l'ancienne échelle qui s'appliquent avec succès aux fonc- 
tions de troisième espèce, et qui peuvent produire des résultats utiles , 
surtout pour obtenir des valeurs approchées de ces fotnctions. 

§ X. /)e V équation différentielle qui a Ueu entre deux termes 

consécutifs d^une même écïielle de modules. 

K. H 

79. Nous avons vu que l'équation transcendante g? = /^ g? supplée , dans 

beaucoup de cas, à l'équation algébrique qui existe toujours entre deux 
termes consécutifs A: et A d'une même échelle dont l'indice est p^ équa- 
tion dont la recherche est difficile, même pour d'assez petites valeurs du 
nombre p entier ou fractionnaire. Nous allons voir qu'en faisant dispa- 
raître les transcendantes de cette équation, ou parvient à une équation 
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différentielle du troisième ordre, à laquelle devront satis&ire toutes les 
équations algébriques dont il est question. 

On a déjà trouvé , dans le paragraphe précédent , qu'en disant .... 
£ = ^ , ^ = y et ^. = /•, on al équation p^ = qr. Il s'agit mainte- 

nant de faire disparaître tr de cette équation. Pour cela, nous rappellerons 
que, suivant le n"" 4^, tome I*', les quantités H et K satisfont aux équa- 
tions différentielles du second ordre, 

dk^ "*" kk'^ 'dk ft'»"^» 

dh\dh)'^ hh"^ 'dh A'*~^' 

La première suppose dX: constant j la seconde devra être adaptée à la 

même condition , en considérant h comme fonction de A: ; ce qui se 

fera au moyen des coefficiens suivans, tirés des équations H = Ko^ et 

dh 
1 — dk' 

dOa I / dK , dT^\ 

dh—qV'll^^dk^)' 

d(—\ 

\dh) i_f ddK *l^«L^^^irN 

""5Â ^-v dk^ "^ ^ dk'dk "**5F*^y 

"" q'di Vdî'^^dJb V 
Substituant ces valeurs dans la seconde équation, et mettant, au lieu de 
-^7j- , s'a valeur tirée de la première équation, on aura 

^— dk Ladk ^^^\ hh^ )^ W J 

Dans cette équation, le multiplicateur de ^ se réduit à zéro, en vertu de 
l'équation p^^czz^r, qui donne 

^o" dq , dr 

ndo" ^^^ dq ^^ I— 3P 3A*— I 

celle-ci étant différenciée de nouveau, on trouve 
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Îdiq é^ . 3A°~i dq 

m 

Substituant enfin les valeurs de ^ et ~^ dans le coefficient de K , qui 
doit se réduire à ssëro , on aura 

dk* df ^^ A'A'* ▼ à^é'* " * 

tVh. 

OU , en remettant la valeur qz^-j^ (*) , 

(58) o==25j.^-3(^^,)4-(jirp; (5ï)-^(j^^ 

80. Cette équation diffërentielle du 3" ordre, entre îes deux modules k 
et h y a lieu pour toute valeur de ^, non-seulement entière ou rationnelle , 
comme Texigent les échdles qa'<Hi peut construire algébriquement ^ mais 
même in*ationnelle 3 elle doit donc être satisfaite par toutes les équations 
algébriques qui ont lieu pour une valeur déterminée de p^ entière ou ra- 
tionnelle , entre deux modules consécuti& y qui se substituent l'un à Fautre 
dans la transformation de toute fonction elliptique de première espèce. 

Ainsi, elle sera satisfaite^ dans le cas de /'k 2^ par l'équation A:s==-;^; 

i 1 

dans le cas de />:=3, par Féquation {Jàif + (à:'A')*=i j dans le cas de /^=5, 

par 1 équation \j—^] ^^TITi^T+h' ^^""^ 

Et , parce que ces équations deviennent de plus en plus compliquées , à 
mesure que p augmente , et qu'il paraît comme impossible d'en trouwr l'ex- 
pression générale pour toute valeur de ;? , on conçoit qu'il n'est guère pro- 
bable qu'on puisse intégrer complètement l'équation différentielle à la- 
i quelle nous sommes parvenus. Dès lors ^ on doit regarder comme un re- 

stât digne de remarque que nous connaissions au moins une intégrale 

K 'H 

particulière de cette équation sous la forme transcendante vf^=^ PW' i 



i^M^^a— «I— ^»"^ii— — «— ■ ■ ■ ■ 1*1— i****^— <t**i*i»* I I i « » 1 >i » 



(*) Celle équation différentielle et son intégrale complète, qu'on Terra tK^ âpres, 
ont été données sans démonstraition par M. laoobi , dam le tome iM du Journal ^e 
M« CMlte 9 page i94> 

9 
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mais on peut parvenir à un résultat beaucoup plus général en observant 
que le calcul qui a été fait pour éliminer K et H de l'équation 

p — =: qrrs2 TjTi • ^ 7 suppose R et H déterminés chacun par l'équation 

différentielle qui lui est propre. Or, d'après ce que nous avons démon- 
tré (n° 41j *^™® !")> ^^ P^"* mettre àK-\-a'K' à la place de K, et 
CH + ê'H' à la place de H , sans que les équations différentielles dont 
il s'agit cessent d'avoir lieu; donc notre équation différentielle du troi- 
sième ordre est satisfaite par l'équation transcendante beaucoup plus 
générale 

V^9; Êf ~ TiH + n'H'* 

En effet , par cette équation , on aurait d'abord 

n'dH — ILdHf _^dh k^ _ (mH + m'By 

et en comparant ce résultat à celui que nous avons trouvé par la simple sup- 

position K' ^^ ^ ÏT ' ^^^^^^ > 

dh kh"^ _ H' 
di' hh'^^PK^^ 

nous voyons que y comme on peut Ëiire abstraction des facteurs conslans qui 
disparaissent dans le résultat, la seule différence que peut présenter l'élimi- 
nation de H, K, H', K^, dans les deux hypothèses , consiste à substituer 
dans le calcul que nous avons fait mH -(- m'H' à H. Or, l'équation diffé- 
rentielle du second ordre qui détermine H étant telle qu'elle reste la même 
en substituant /7iH-{-m'H' à H, il est évident qu'on aura pour résultat la 
même équation différentielle du troisième ordre que nous avons trouvée 
entre k et h', donc cette équation a généralement pour intégrale l'équa- 
tion transcendante 

K. ^^ 77tH -f- fn H 



où il Y a trois constantes arbitraires — , — , — % et qui en est par consé- 

quent l'intégrale complète. 

En cela nous trouvons un nouvel exemple de l'utilité des fonctions el- 
liptiques pour faire découvrir, en certains cas, des intégrales qui seraient 
tout-à-fait inaccessibles aux méthodes vulgaires. 

8i. Nous remarquerons, en finissant, que les termes k et hy que nous 
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avous supposés se suivre immédiatement dans l'échelle dont l'indice est p y 
pourraient représenter deux termes quelconques de cette échelle , pourvu 
que p fut remplacé par p", m positif exprimant le rang de h, après k^ dans 
l'échelle/?, suivant l'ordre décroissant, et m négatif désignant de même le 
rang de h, avant k^ dans l'ordre croissant; car, dans le premier cas , on a 

=7 = ;7"=7 , et dans le second , ^, = /?"""" g? : et si l'on considère les choses 

d'une autre manière, le terme h^ qui est placé à m termes de distance du 
terme k dans l'échelle p , suivrait immédiatement k dans l'échelle dont l'in- 
dice est p^. C'est ainsi que l'échelle dont l'indice est p peut être censée 
composée de deux échelles dont l'indice est p^y de trois dont l'indice 
est p^j etc. ; et c'est aussi par cette raison qu'on a vu que l'échelle unique, 

dont l'indice est ^p, se compose de deux échelles dont l'indice est p. 

§ XI. application des deux théorèmes généraux au cas 

de p = 3. 

82. Soient a. et a. les amplitudes qui^ pour le module donné k^ satis- 
font aux équations F (A, a,) =: ^F'A, F (A: , «t.) = f F"Â:, amplitudes qui se 
trouvent assez facilement par les formules du n^ n^y tome ï*'. Soient sin^=a: 
et sin %[/ ==^, les formules du théorème I", pour le cas de ^ssS, seront 

F(A:,^) = it*F(A, 4), 



I 



X^ 



(60) 



X sin* «a 

^ ^ • I— A V sin* «• ' 



** 



(l — y4= (i — a^f. jj^^ , 



(,-»r)*=(,-*-x-7.j£^^. 



On aura ensuite, entre les constantes £, Â, fc , «,, «e^, diverses équa- 
tions , dont les principales sont : 

> • 

ff^\j ^ »iû» «A ' ^ sin « 1 ^ 

V^^^ W . A' 008* *», ' 

*^ ■ ^ hfê cos*«r 

Celles-ci suffisent pour faire connaître les valeurs de A*, A'% *% *'% etc. , ex- 
primées en fonctions de fc, comme il suit : 

9- 
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*^ — 7Sp ' * Të;i » *^°**»=Ï4:^; 

4 A 

De ces équations on déduit encore 3ft s= i + 2 t /t- et - = 2 1 /-r — * } 

d'où il suit que l'équation entre les modules ^ et ^ peut se mettre sous 
là forme 

et si l'on Ëiit A! = tt^, kz^u* ^ elle deviendra 

(63) 2W (i — «•(^•) = u< — . P*. 

83. Au moyen des valeurs précédentes de k^ sin a, et cos a^, les équa- 
tiotis d^ am^iitudet pourront être exprimées par la seule donnée |U , 
comme il suit : 

(64) (._r)*=(.-X.)i.j;^>^^.5 

U faut se rappeler d'ailleurs que le coefficient /jl est toujours compris entre 
I et j, comme on le voit par les équations (62). 

84* Par la 3* des équations (64) > on peut mettre Téquation différentielle 
rr? — ^^ » t tx = 77rZ — u ' mJ^ sous cette forme 



ir*' 



ou 









et Ton aura , par l'intégration , la formule trigonométrique 
(65) ' '' tangl(4^(p)=si^tangç>, . 



r 
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qui s'acoorde avec l'équation (37); elle servira à déterminer facilement 
l'amplitude 4 P^ ^^ moyen de l'amplitude donnée 9 , et n'exigera que 
quelques essais pour faire l'opération inverse. 

n résulte, au reste ^ de cette équation que la \qî d'itccrpissement des va- 
riables ^ et %[/ est telle qu'on a les valeurs correspondantes 

4 = O, f TT, TT, |ST, aTT, ^TT, 3îT. 

£t si, dans l'équation F (A:, 9) = (^^{hy 4)9 ^^ &it à la fois ip;^l^ e(; 

4 = 1 TT, on aura f*=^» 

85. Si l'on veut maintenpnt appliquer les formules du théorème II ai| 
même cas de /^ «s= 3 , il faudra supposer que les quantités €^ , C. $ont déter- 
minées de manière qu'on ait 

alors, en faisant sin 4 =/ et sin 60 = z , on aura les équations 

¥{k, 4)=/*'F(A, a>), 

^ / ' r+ycot*c/ 

v*oos* € 

J'* cos* C, 

Ces équations font voir que les amplitudes 4 ^^ ^ ^croissent inégalement , 
mais de manière qu'elles parviennent simultanément à une même va- 
leur égale à ^tt ou multiple de ^^r. Donc, si l'on fait à la fois 4=i7r et 

eâ^zjTTy on aura /x'=:^; d'ailleurs on a trouvé, par le théorème P', 

3jx = = : donc on a , entre les régulateurs fJL et /a', l'équation 3ftf/ = i , 

conformément à la loi générale. 

On aura de plus, entre les modules k et h et le régulateur /a/, les 
équations 



(67) 



^ 8in* C» fà sin b, ' "^ ■ ' 

Ir yB h COS* b I 
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d'où l'on déduit les valeurs suivantes , exprimées en fonctions de /!«' , 



, sin^,: 



(68) ( *'.= (l±a*;^', V=0±4m^),cosê.= i=^. 

De ces équations, comme des équations (62), on déduit , entre les modules 
A: et A , l'équation 

(69) v'm+t/(kh<)=.i. 

C'est celle que nous ayons donnée dans le n^ i85, tome P'; elle s'accorde 
avec la formule (63), et Toh pourrait aussi lui donner les deux formes 

où l'on peut remarquer que la seconde se déduit plus immédiatement de la 
formule (63). 

86. Si dans les valeurs précédentes de A:*, Â:'% A', h'* on substitue, au 

lieu de /Jt/^ sa valeur j- , on retrouvera l'expression de ces mêmes quantités^ 

déduites du théorème P', comme cela doit être, puisque la même échelle de 
modules s'applique aux deux théorèmes. 

Au moyen de l'équation 3jt6)X^= i , entre les deux régulateurs fi et (i', 
il est facile de comparer les quantités C^ et €^j données par les équations 

e i 

sinÇj = / ; cos^.=:-q— >, avec les quantités analogues ot^, a,, don- 

nées par les équations sin a, = ^ , cos a. = '[7^ - On voit que 
celles*ci sont exprimées en yx^ comme les autres en \ft! ; d'un côté, on a 
At = 7Z^^ , de l'autre , y= j—j^ : donc , puisque 3^f*'= i , on a 

( I + sin flt.) ( I + sin ^i) = 3 , ou cos (45** — ^ ot ») cos (45* — 7^1) = cos 3o* . 

On a pareillement fe = tang»^<x., A*'=tang»7Ç^; donc tang i a, tang ^ Ç. 
=V/j = tang 3o*. De là, on voit que la trisection de la fonction complète 
F'A: est liée avec celle de la fonction complète F' A', de manière que l'une se 
déduit immédiatement de l'autre. 

87. Si l'on substitue les valeurs de sin ég et sin ^a, en fonctions de fjJ^ dans 
les équations entre z et j^, ces équations deviendront 
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(70) { ^(. - ..) =^(, _ r). 4^.t^;^;;:v)y 

Elles ont, comme on voit, une telle analogie avec les équations entre j^ 
et X données par le théorème I", qu'elles se déduisent de celles-ci par le 
simple changement des quantités ^,a:,/t,A:,A,en — 2,^^, — jtt'^ ^> ^> 
respectivement. En même temps, l'équation trigonométrique (65) devient, 
pour le théorème II , 

(71) tangi(û> + 4)= i±iltang4; 

ce qu'il est facile de vérifier par l'équation (22). 

88. Si l'on rapproche maintenant les résultats des deux théorèmes , on 
aura les formules suivantes : 

par le théorème^F', 

F(*, (p) = ,tF(A, >P) , tang i (4 — <P) = '"^.tang <p ; 
par le théorème II , 

F(A, 4) = i^^ik, 0,) , tang i (a. + 4) = i±A tang 4 : 

on en déduit F(A:, <p) = jttjw'F (A: , û>), ou F(A:, û>) = 3F (A, <p). 

C'est l'équation qui sert à la triplication des fonctions , ou à leur division 
par 3. 

On voit que l'amplitude a» de la fonction triple se déduit de l'amplitude 
^ de la fonction simple par deux opérations, qui consistent à calculer 

l'auxiliaire 4 par l'équation tang ^ (4 — <P) = ~^ tai^g ^ i ensuite ùù 

, I / 

par l'équation tang 7 (û> + 4) = f tang 4- Pour réduire le calcul aux 

termes les plus simples,. soit tang ^^ = jc, tang i 4 î^=^ ^^ tang 7 ai = z j 
on aura les deux équations 

d'où résulte, pour la triplication, cette formule 
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89. L'opération inverse , qui consiste à trouver Ç par le moyen de a» , ou 
X par le moyen de z , s'exécutera , soit par ht résolution des deux équations 
trigonométriques 

tangi(ûrH-4)=:i^taûg4, tang ^ (nJ. — <p) œ i=^ tang (? , 

soit par la résolution des deux équations du 3^ degré , 

f^y ~ Zjr* 4-^ — fl'z sa o, 

fjix^ — j^o:* — « + ft/- s=s o. 

Ainsi l'équation (7^)9 qui 6St du 9' degré lorsqu'il s'agit de déterminer x 
par Zy peut se résoudre par le moyen de deux équations dtt 3*. 

90. Occupons-nous maintenant de la formule qui sert à la tranforma- 
tion de la fonction de seconde espèce Ë (A: , ^) ; il suffira d'appliquer la 
formule générale du n^ 74 , dans laquelle nous substituerons les valeurs de 
A:, h ek^y données en fonctions de fd, n^ 8:1 : et d'abord , comme on a 

on en tire -^«-^ , ou ^a= j^j— ^,j doiK) -^^-«^^ 
= ^'"^^^/y "^ ii^. De là résulte la formule 

(73) E(A:,<p)t=i;E(A,4)-^î=:^?îl±i.)F(A,4)+V. 

Pour avoir la quantité algébrique Y, il faut commencer par calculer -^ 

au moyen de l'équation tang7(4 — ?)= -— ^ tang^ , qui donne immédra* 
tement 

d^ I t apg^ ^^^ 4 s^° y <^Q^ ^ 

Ott trouvera ensuite , après quelques rédactions , 

Si l'on fait ^ = ^ ^ , ce qui donn^ 4/ =«1 9r ^ on aura la fonction complète 

(74) m = 1 E'/i - ('^-^)(^ ±L) F'A. 

91. En Opérant par les formules du second théorème, on trouverait 
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semblablement 

E(A, «) = 3u'E(A, 4)- ilàjq^ft=})F(h, 4) + \', 

(7^ \ V— ( 1— /»0(V+O sin4>cos4t/(i — A'sin«4) 

et dans le cas des fonctions complètes , 
(76) E'k=Sf/E'h- 0+^')(y-0 F» A ; 

ce qui s'accorde avec les formules du n** 180, tome 1**. 

Dans le dernier cas, on aurait pour la transformation inverse, 

(77) E'h^± m -f- ^i±4^^=^ T'k. 

Les résultats gënérauz que nous venons de trouver s'accordent avec ceux 
que nous avons donnés dans le chap. XXXI de notre Traité , d'après une 
formule générale qui est la même que celle du théorème II. Nous y 
sommes parvenu plus facilement par la nouvelle méthode, parce qu'elle 
est l'application d'une théorie plus générale. Au reste , nous renvoyons à 
ce chapitre pour les autres développemens relatif au calcul des différens 
termes de l'écheUe et des régulateurs corre^pondans. 

§ Xn. ^application des mêmes théorèmes au cas c2e p = 5. 

92. Soit 0ta l'amplitude qui satis&it à l'équation V(k, a.) = ^F'A:, 

pour toutes les valeurs mss i, 2,3,4) soient sin ^=sa? et sin 4 =^ * 1^ 
formules du théorème P' seront, pour le cas de /; = 5, 

F(A, (p)==;.F(/i, 4), 



«• «• 



1— 



81 n" «a sin' «4. 



(78) 



•^ ft ' I— AVsin"-, *!—£»*» sin* «4 ' 



1-^ 



I 



X 



M 



^ ^ / V J , — itVsin*#4 I — ifrVsin'il. 

On a de plus, entre les constantes du problème, diverses équations , dont il 
' suffira de rapporter les sijc qui suivent : 

10 



74 
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(79) 



h 

I 



2 2 . 
: + ï ) f^ 






Mm 

i;-^ = 2 sin a,— 2 sinaj+i, h=^ k^ sin* a, sin* «s , 
= 1 -4* 2 sin* flt, + 2 sin* a, — 2 sin* a. — 2 sin* a^ , 



Yoici l'analyse par laquelle toutes les quantités nécessaires pour la solution 
du problème peuvent être déterminées en fonctions de l'une d'entre elles. 



q3. Soit -: : z=za et -. : — ► 

*/ *'- - sm «5 8in«i 8iii«3 



sin 



=: ^; on aura d'abord les trois 



équations 



-=i + 2a, ou ft= — t- — , 

A^ . V 2a i(i — 7»*) «. A 



t (l + 2a) 2= 1 — -r-, ou 2a=: 



ft ' "" 1 -f.Z>w 



;-, en faisant - = m*, 



j=sm*5=p, ou mô» 



*•• 



Ces trois équations entre les cinq quantités k^ h, /Aj a^ by dont une seule k 
est connue^ ne suffisent pas; mais on en aura une quatrième en élimi- 
nant sin'tf. et sin* 6^4 de deux des équations (79). Cette quatrième équa-* 
tion est 



i—h' 



— i—k 



■m* 

2 sm* «1+2 sin* «s 
sin* «( siD* «3 



2A*(sin* a, + sin* «3), 
2a\* sinV-f-sin'i^ 



Substituant les valeur» A==Cï+aa)%-^s==^fi--»^j,^î^V^^ — ^^^zs^a^-^2b^ 

À* 2& ^^ 2<Z ""* O* 

on aura r; = , ^,^ "^ = /w , et par conséquent, 



(2^ — 2a — o*\ * j^ Z> — 2a 

iib+iiab — a*/ À+2aA' 



Cette dernière équation entre a et & se réduit finalement à la forme 

(80) a^=2A(i— 1 — fl); 

d'où résulte 



(8i) 



24=si4-a + A, A=\/[(î + 2â)(i+a»)]. 



Ainn l'on voit qne dans la quintisection de la fonction complète ¥'k il y a 
une équation entre sin et, et sin «j, qui est indépendante du module k, 
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•:> 



dans h trisection il y en a une entre sin a, et sin «^^ saToîr, réqim* 
oos «^ = 1 — sin a^j qui est ëgtilement indépendante de it« 
En effet, parmi les fomioles de la qoinUsectian (art« a3^ tome P) « on 
trame les deox saivantes : 

d'où rësnlte , entre et, et o^ , Pëquation 

tang«,Ung(45*4-iaO = tang«3Ung(ia, + ^a,), 

OQ 

3sîn ^ sin 09(1 — sin a, sin o^ ss (un «t» — ' sin o^} (sin* «t -h ^* *i) ^ 
« qui s'accorde arec l'équation (80). 

94* Maintenant, il est frôle de ?oir qu'on aura l'ëquatioii entre las 
modules k ei h si l'on en trouve une entre les quantités 6 et m. Pour 
cela , il suffit d^élimioer a des deux équations déjà trouvées , 

"• = aA+ao^-a » ' ^^= . +W » «t l on obtienl l équation 

I — 4ni*i=(i— m) (H- 6m+m*). 

Il restera à substituer, dans cette dernière, les valeurs m= i/ï» ^'^^ v '~* 
Biais, pour que le résultat prenne une forme rationnelle, nous ferons 

k=iià et A = f^; ce qui donnera nv^ai-^ et i = — : nous aurons ainsi 
Féquation cherchée 

(||«_ p*) (££♦ -I- 6iiV» + c^) = 4fit^(i.~ ii*c^), 

on 

(82) 148— p« + 5aV (a'— i^*j = 4ap(î — ti*f^<). 

C'est sous cette forme que M. Jacobi a donné l'équation des modules dans 

le Journal de Crelle , tome III, page iga. 

On peut lui donner une autre forme , qm semble plus commode, en 

l'écrivant ainsi : 

u^+6tfV+f/* I — ttV» 

puis, déduisant de cette dernière , 






lO.. 
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ou , en remettant les valeurs de u et de p, 

fa \ f t^+h^\ i + ifc I— Â 

''""^ \JZ-.i j = — * • — *■ 

Cette formule^ pour le cas de /7=:5, a une analogie assez remarquable avec 
celles qui ont été trouvées n** 85, pour le cas de /? = 3. 

95. L'équation (82) étant du sixième degré, par rapport aux deux 
quantités u et ^, on voit qu'il faudra résoudre une équation de ce degré 
pour déduire immédiatement le module h du module donné A: , ou , ré* 
ciproquement , A: de A 3 mais j'observe qu'en continuant le calcul pour 
avoir les autres termes de l'échelle, soit dans l'ordre croissant, soit dans 
l'ordre décroissant, on n'aura jamais qu'une équation du dnquième degré 
à résoudre pour passer d'un terme au terme suivant. En effet , si de la va- 

leur M=|/A =y on a déduit la valeur t'ss^/^ssg^, et qu'ensuite, 

de la valeur u s=: y h z=: g on veuille déduire la valeur suivante • • • • 

1^=5^/ A, es g, , l'équation en s^ sera satisfaite en posant t'sis — ^j de sorte 
qu'en la divisant par v -hfj elle sera réduite au cinquième degré. 
Cette propriété résulte de ce que, dans l'équation générale 

on peut changer à la fois ix en p et p en — - u. 

La même réduction aura heu lorsqu'on voudra prolonger l'échelle dans le 
sens des modules croissans A:, Arg, A:^, etc. 

g6. Les formules précédentes donnent le moyen d'exprimer en fonctions 
de a toutes les quantités constantes qui entrent dans les équations (78). 

Nous avons déjà trouvé u =: — : — ; la valeur de A:* se déduira de l'é- 

quation A:* ^ mb^ , qui donne 

(83) ^ .^-,=(. + a-a.)^(i±^): 
de sorte que si l'on fait A: = sin ^ , on aura 

cos2-y = (a* - a - 1) ^{\^) , 
OU plus simplement encore 

(84) sin» 2y = ^^ 
Soit a' une seconde auxiliaire tellement liée avec a, qu'on ait 



2a ' 
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(i +aa)(i + 2<l'):=5, ou a'== —^ — , on aura sin* 2y = i^a'. 

I ^1" Sût 

Supposant ^ connu par le moyen de a , on aurait le module suivant h par la 
formule hzsskfifi'^^-j; et parce que |= ^JZllU^ on aura 

De là résulte 

(85) .»._.=:zi^ii^Y(rT3^ 

de sorte que si Ton fidt A=cosJ^, on aura cosacTszs^^T — ' ^T1\ /( 'T ^ V 
^ ' (1 -f- 2a)* V V' + ^^>^ 

et enfin 

(86) 8in-.J*=«(^)=«a'». 

Telles sont les formules très simples par lesquelles les deux modules k et 
h peuvent se déduire de la seule donnée a. 

97. Pour former semblablement l'équation des amplitudes , il faudra dé- 
duire des formules précédentes les valeurs des coefficiens, exprimées en 
fonctions de a et de &; ces valeurs sont : 

L = ub\ 

*• (sin' a, -f- sin' a^ z=z2b—'2a'^a^, 
h^ sin' a. sin' «^ =s i (i — 2a). 

Ainsi l'équation des amplitudes sera 

(^7; •^~'^*7+(a«+2a — 2Ô)ji;* + (^*— 2ûA)ar^' 

C'est sous cette forme que M. Jacobi a présenté l'équation des amplitudes 
dans le n® 128 du Journal de M. Schumacher, d'Altona; sur quoi il faut 
observer que les lettres âi et ^ de M. Jacobi désignent la même chose 
que les lettres a et -— 6 de la formule précédente. Il est probable que 
M. Jacobi, dans le commencement de ses recherches, était parvenu à 
cette formule par la méthode des coefficiens indéterminés , en faisant. . . 

/ = — jL,^jL,nx^ > ®* déterminant les coefficieus de manière que cette 
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valeur satisfît à Téquation difierentielle . . ■ ,, ^.. — nr7\^=l^rFK — KTTt — ett:- 

Mais l'expression que donne la formule générale du même auteur , où il 
n'entre que les données A: et ««, est beaucoup plus élégante, et nous 
n'avons cité l'équation (87) qUe parce qu'eUe a une analogie très retnar- 
quable avec celle que nous déduirons ci-après du théorème II. 

98. Revenons aux équations sin*35r = aV, sin*2j^ = ^', qui suppo- 
sent A: = sin y , A = sin J^ et (1 + 20) (i + ^a!) = 5 ; elles offrent un 
moyen très simple de suppléer à l'équation des modules , ou même de la 
reproduire sous une autre forme: car, si Ton fait sm^y = OikK zs, x^ 
sin 2cr = nhH '==^ J t les équations a?* = a*a', y^ = oa'* donneront 

^'•ass —, a'"» ^, et t'équation des modules sera 

(88) [■ + <$"] [■ + <#] = « . 

équation d'une forme très difierente de celles que nous avons trouvées 
n* 95 , et dont la solution ne devient plus £icile qu'au moyen de l'auxi- 
liaire a. 

Il est essentiel de remarquer qu'aussitôt que a est déterminé par la ré- 
solution de l'équation du sixième degré^ que nous avons rapportée, toutes 
les quantités /et, A, sin tt^ , sin a^, etc., deviennent connues, de sorte qu'il 
ne reste rien à désirer pour l'application des formules du théorème I*' y 
par lesquelles la fonction donnée F (A , ç) est transformée en une autre 
d'un module plus, petit h. 

La méthode générale conduit aux même^ résultats par le calcul préa- 
lable des quantités cti^ a^y a^yCt^y qui servent à déterminer tous les coeffi- 
ciens ; mais le degré de l'équation à résoudre pour déterminer a^j , qui est 

fixé à ou 12 dans le cas de pz=iS ^ paraît susceptible de réduc- 
tion : il faut , en effet ^ qu'on puisse évit^sr la résolution de cette équation 
du douzième degré, puisque toute la difficulté est réduite à l'équation en 
a, qui n'est que du sixième degré. 

99. Il reste maintenant à iaire voir comment l'opération doit être conti- 
nuée, par ces nouvelles foranules, pour prolonger à volonté l'échelle dé- 
croissante ky hy hff h^j etc., et obtenir les transformations correspondantes 
de la fonction F (A, Ç). 

Pour cela , appelons x et x' les quantités qui , pour le module h , 
sont analogues aux quantités a eta^ pour le module A:, puisque 
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hs^sia J^ , à nous faisons sin* 2^ = {pMT)* = C , nous aurons à ré- 
soudre l'équation 

Or, si l'on observe que dans la solution précédente on avait Cssa^i'^= 

a!^ \—r — 7) , on en conclura que cette équation serait satisfaite en faisant 

xz=za''y de sorte qu'en la dégageant du facteur jc — a', elle se réduira à 
l'équation du cinquième degré 

(89) a?» = (3 — a!) (x^ + a!x^+ a'^a^J^ a!^x + j::^). 

Cette équation n'a qu'une racine positivé entre 2 et 2 —a'; ainsi, il ne fau- 
dra que quelques essais pour trouver la valeur de ^, au moyen de laquelle 
on aura siii^ aS'^^^xx!^ et ^|=;=sin J^^. Les viêmes opérations devront 
être répétées pour trouver les autres termes de Féckelle, et chacune d'elles 
n'exigera que la résolution d'une équation du cinquième degré , semblable 
à l'équation (89). On est ainsi dispensé de calculer, pour les modules suc- 
oessi& hykg, h^y etc., les quantités analogues à £t,, ft^, etc., lesquelles sem- 
blent dépendre d'équations d'un degré au-dessus du cinquième. 

Par de semblables procédés, on pourra prolonger à vi^onté l'échelle 
des modules dans l'ordre croissant, et il n'y aura jamais qu'une équa- 
tion du cinquième degré à résoudre pour passer d'un terme au terme 
suivant. 

100. Soit, par exemple, ^=5^, et par suite ^=f , on aura 

sin' 2y = — 5 et sin* acP = ~ ,q : 
^ 120 2048 ' 

d'où l'on tire les valeurs numériques 

2> = 171^11' 87^60967 stj" = 20^ 8' 55",69742 

>= 85. 35.48,804835 J^=: 10.4.27,84871 

Asisin^^... 9<9987i 63223 As^sinJ^. •••9.24285 6525o. 

3 
Pour trouver le module Aj, il faut résoudre l'équation xx^^ = — ^ , qui 



peut être abaissée au cinquième degré en la divisant par x' — ;^ mais 
comme cette équation est d'une forme très simple^ il n'y a guère d'avan- 
tage à faire cette réduction, et si l'on fait immédiatement j/=: 2(1 — cû) , 
(» étant un nombre très petit , on aura à résoudre l'équation . • « 

— (i _ û))5 = --. Voici le résultat du calcul : 

5 — 4* 2" 
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- = 541 .9129566 = m, sin' a>, = ^gj^— ^, • -jjj- , 
-:-; — .... i5«3559i 18626 27, = o'' 00432 98186 

7.67795 593i3 y^ = 0.00216 49068 



I 

• • • 



sm nyi 

sin 2^,. • . • 3.32204 40687 
R" 5.31442 5i332 



27i .... 7 .63646 92019. 

L'angle yi j déduit de sin ay^ , a deux valeurs , dont l'une est complé- 
ment de l'autre j et comme on sait qvie y^ doit être très près de 90* , 
on aura 

y, = 89* 59' 59^99783 50932 ; 

de là les logarithmes de k et k\ , comme il suit : 

k^ o.ooooo 00000 

A/j 2. 021 01 40730. 

10 1. Pour donner encore un exemple de nos formules, soit A: = sin 45% 
on aura sin 2y z=z 1 , et l'équation à résoudre pour trouver a sera • • . 

i=fl*a'= — ^ , OU û*— • 2cf -)~ ^^ + I = o. Divisant cette équation 

par a* + i, on aura a*— 2a' — a*-|-2a-f- 1 =0, ou (a*— u— i)*=o; 
on a donc a*— 'â-— >i:=:o, résultat qu'on trouverait immédiatement par 
la valeur de 2Â:'— 1 , donnée n° 96. On a donc a=7+ j|/5=2 sin 54% 

ensuite, u'sss-î, sin* 2/ c= aa'* =s -r^ et 8ia2cr=s-rT. Par cette valeur, 

on trouve 

J" = o« 5' 20^,2905702 
log sin J^= log A = 7 . 191 1 1 88449 27 
logcos/==logA'= 9.99999 94764 10. 

L'échelle dont nous venons de nous occuper est l'une des deux qui 
composent l'échelle unique dont l'indice est \/5. Pour former l'autre 
échelle, soient k et h les deux termes moyens qui doivent être complé- 
mens l'un de l'autre; et puisque nous avons fait A:=sin ^ et Asssin J^, 
il faudra qu'on ait 7 + cT = 90* et sin 2y = sin aj". Ainsi , on devra 

avoir pour ce cas particulier a^a'zss aa!^ ou az=ia! ^ et l'équation • . 

(i •+■ 2fl) (i +2a') s= 5 donnera a = d{'=^(\/5 — i) = 2 sin i8*. Il en 
résulte 
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sin»2>^=a*, siiia7=a*=(2sini8'*)*=V/5 — 2, cos 23^ =±2 4/(^/5 — 2), 
àn-y =i+V/(v/5-2), sin*er = ^ — l/(v/5— 2). 

Telles sont les valeurs de k^ et h^j ou , si l'on veut exprimer les modules 
par les angles dont ils sont les sinus , on aura 

* = sin83* io'ai",747455, 
k^:=z sin 6.49« 38, 262545. 

Mous connaissons ainsi les cinq termes moyens de l'échelle dont l'indice est 
|/5 ; ces cinq termes sont h' y ky sin 45^, A/, h. 

I02. Appliquons maintenant au cas de ^ = 5 les formules du théo- 
rème IL Si l'on détermine l'amplitude €^ de manière qu'elle satisfasse à 

l'équation F (hf^ CJ) ^=^5* ^'^' ^== 7 ^^ ^° ^^^^ > ^^ faisant sin %[/ = ^ et 
sin » =s :5 , les équations 

F(A,4) = A*'F(A, •), 



, j» I +y cot * g^ 1 + y cot» c. 



y^oos^Ct ^•cos*^ft « 

Ensuite, on aura les quatre équations suivantes, extraites des équations (49) 
entre les constantes du problème, 



I 
i 
I 



sinC, sine, ^ " ' "^ """ sm'C^sin'C, ' 



(9O ^ Â^= i + 2sin€, — asinffs, 

7-7j = I + 2sin'C, + asin* £3 — 2 sin' C. — a sin' C4. 

H 
De plus, nous savons qu'on a Sac/a' s= i et /bt'= g. 

io3. Soit -r^ — -Arî= a' et -t- ^ ' . ^ = *S ^^ ^^ï**^ > «^t**® ^' 

smb, smCa sm C| sin ^3 

et i', la même équation que nous avons trouvée ci-dessus entre a et i, 
savoir , 

(92) 4/*s=s2y(y— 1— ^)j 

d'oik résulte 

II 
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(93) 



l I _ A--i-a- [ A'=|/[(i + 2^0(1+ «'•)]. 



11 serait inutile d'employer les auxiliaires à la recherche de l'équation entre 
les modules k et hj parce qu'on trouverait le même résultat qu'ont fourni 
les formules du théorème 1**^; mais il est nécessaire de calculer en fonctions 
de a^ et b' les coefficiens 4e l'équation des amplitudes. 

On ad'abord -7=i+2a';d'unautrecôlé,ona - = iH-3a et 5iU^=i; 

donc (1 +3fl) (i +2û') = 5. Ainsi Fauxiliaire a' est la même que nous 
avons employée dans l'art. 96. 

Au moyen des valeurs de a' et b\ on trouve immédiatement 

+ -TF = ^* + 2*'> 



sin' Cj sin* C3 

cot* ^, + cot* ^3 == a'* H- ai' — 2, 

cot' ^, cot* ^j = I — 2*' + *'» — «'•. 

Il faut ensuite avoir les valeurs semblablement exprimées de cot* €^ + cot^ C^ 
et de cot' €g, col* ^4. 

Et d'abord l'équation fJt! = . ■ ^ ^' . , ^ donnera -r-T-s — r-r-Tr- = u'b'^ ; 
ensuite , l'équation ^^^ = i + 2 sin ê, — 2 sin Ç3 = i — -p- étant com- 
binée avec l'équation (tt-fJ =iH-2sin*^,-f-2sin'^s — 2sin*^, — 2sin*^4, 
on en tire successivement 

• ./» I • .^ a6' 4- 2a'6'— a " 

^ sm* 6. H- sm» 64= j^r^ , 

sm^bft sin*b4 r \ I /7 

cof C.+ cot'ê4= ft'(2*'+ 2a'i' — a'* — 2 — 4^') , 

cof e. cof ^4 = / (1 — 2*' + *'• 4- a'^ + 2^i' — 2a'*')- 

104. Au moyen de ces valeurs, Téquation entre « et ^ sera ainsi ex- 
primée : 

^'—T* , -I- (a'« + ay _ 2) y*+ (1 — 20' + y* — a'») ^y* 

On voit qu'elle n'est pas de la même forme que l'équation (87) donnée 
par le théorème P'j mais il suffit d'un léger changement pour rendre 
ces équations entièrement semblables. Appelons V la seconde racine de 
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l'équation a'^ se !ii' (A' — i — a'), en regardant V comme l'inconnue. 
Cette seconde racine V^ ^ qui est toujours n^ative, sera donnée par la 
formule 

de sorte qu'on aura A'+A"=i-f-a'. Il ne s'agit plus que de substituer 
dans l'équation précédente la valeur i' = i + ^' — ' ^'S et l'on aura 

équation entièrement semblable à l'équation (87). OuToit, en effet, que les 
coefficiens de la nouvelle équation sont exprimés en ci et V\ comme ceux 
de l'équation (87) le sont en a et 6; et si l'on voulait exprimer ces coefih- 
ciens par la seule donnée a pour le théorème 1'% ou par la seule donnée d 
pour le théorème II , il &udrait, dans le premier cas , faire 

6 = i(iH-a) + i|/[(iH-2a)(iH-«')], 

et dans le second , 

*•= i(,+«')_iV/[(i-f-2aO(i+d")]: 

d'où l'on voit que les deux expressions sont des fonctions semblables de 
tf et de ^9 avec la seule différence que le radical change de signe d'une 
expression à l'autre. 

io5. Yoici, au reste^ comment on peut expliquer ce singulier résultat. 

Quand on passe de l'équation F (A:, 9) = ^F(A, •>[/) à l'équation 

F (A, 4) =z ft'F(^, (a)^ ce qui se fait en substituant aux quantités x, 
j^, fl les quantités j^, z, a', respectivement, il faut que les valeurs de A' 
et A*, dans la première équation, soient remplacées par les valeurs de h^ 
et A*, respectivement, dans la seconde. Or, dans la première, on a 

étant mis pour xjy T ^ }' Substituant dans celles - ci a' à la place 

1 *^* O^ I "^" CL ^ 

de a, et observant que M reste le même, parce que 737^=737^ > ** <îe- 

« 

vienti — -^.-i^^^^^^M, et A* devient i-i(i-H^— «'•)»!. Donc, 
2 a (i + lay ^ a 2 

en effet^ 1^ se changera en A* et If en *•, pourvu que M , qui est la même 

A .A kl 

chose que — r- — se change en —M', qui est la même chose que — 7-r^/ ; 
donc , avec la condition que A se change en — A', la substitution qui rend 



M 
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identique réquation ^^,^^y^(^^^j ^)=f^^ y^f^r-^^^^ ^^- 

dra identique aussi Féquation ^^(,_^.)^^(,_;^a^.) =/^^ V^(»-^') V('-^'^') ' 
par le changement de o:,^, a enj^, z, a'j respectivement. 

Cette propriété est particulière au nombre 5 pris pour pj comme une 
propriété analogue (n* 87) est particulière au nombre 3. D'autres nombres 
premiers pourront présenter des propriétés semblables ou modifiées, selon le 
nombre des lettres nécessaires pour exprimer rationnellement tous les coeffi- 
ciens de l'équation des amplitudes. 

106. Une autre propriété non moins remarquable pour le cas de p = 5 
est celle qui permet de déduire aisément les auxiliaires C» des auxiliaires a», 
et réciproquement ; c'est-à-dire que si A: et ^ sont deux termes consécutif 
dans l'échelle dont l'indice est 5, la division de la fonction complète V^k en 
cinq parties égales étant connue par les quantités a,, a^y etc., on connaîtra 
immédiatement les quantités ^1 , ^^ , etc. , provenant d'une division semblable 
de la fonction complète F'A', et réciproquement. 

En effets nous avons vu, dans le cas de p = 5, que a étant connu, on a 
immédiatement les valeurs de sin cti , sin ol^ , sin ei^ et sin a^ j si l'on donnait 
ces dernières quantités, ou seulement sin aj et sin 0^3, on en déduirait la va- 
leur de fl, savoir, a = -: : , ensuite celle de a' = — x—-' Or, af 

' ' sin tf 1 sm «3 ' I + 2a ' 

étant connu, on en tire aussitôt les valeurs de sin é. , sin ^3, sin C^y sin €^. 
Ainsi, il y a une liaison intime entre la quintisection de la fonction complète 
F^A: et celle de la fonction complète ¥^hfy une semblable liaison n'existe pas 
entre les divisions relatives aux modules k et h. 

107. Pour diviser généralement toute fonction donnée F (A:, cû) en cinq 
parties égales, c'est-à-dire pour déterminer (p d'après l'équation F (A, ») 
=: 5F (A: , (f) y il faudra faire usage des formules suivantes, données par nos 
deux théorèmes , 

sin* (p sin^ ç 

Au moyen du module donné A:, on déterminera a par la résolution de l'é- 
quation du 6* degré, 4^*(i — • A:*) = a^. 7* 5 ^ étant connu , on 
connaîtra a^y V y li\ ft, ju.( et toutes les quantités exprimées en âc et f dans 
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les deux équations des amplitudes : on pourra aussi, au lieu de ces équa- 
tions, prendre celles qui sont exprimées, l'une par les données a et b , 
l'autre par les données a' et b". On aura ensuite à résoudre une équation 
du 5^ degré pour déduire sin-4/ de sin a>, puis une du même degré pour 
déduire sin ^ de sin •>(/. D'ailleurs , connaissant la loi d'accroissement des 
variables '^ et cù ^ ainsi que celles des variables ^ et 4^ , il n'y aura îa- 
mais d'ambiguité dans la détermination de l'angle ^ par son sinus, puis- 
qu'on sait d'avance dans quel quadrant doit se trouver l'angle <p. Ainsi 
le problème de la quintisection , qui dépend en général d'une équation 
du 2S^ degré , se réduira toujours à la résolution d'une équation du &" de- 
gré et de deux du 5*. 

io8. Venons enfin â la transformation de la fonction de seconde es- 
pèce E (k , (p). Si l'on veut appliquer la formule générale du n® 75, qui 

se rapporte au théorème II, il faudra avoir la valeur de — ^ or, l'équation 

4^(1 — A:') = a' ( ^ ^ /} ? donne, par sa différentielle logarithmique , 

(a— 4i?*)^ib i. _^ _5 10 a(i — na"— g"*) 

kkf^da' a' a— a' i+aa' a' (a — a') (i + aa') ^ 



lia'— a'» 



on a d'ailleurs i — 2/^ = — t-j^ — yrr^ M , en &îsant , pour abréger , 

M= \/^- — ?; donc 
V i + aa ' 

M dk i+na' j^ 

W^' da''^ a'(a— a') "^ aa'' 

On trouverait semblablement 



• • 



M dh 



hh'^ • da' (ul (I + idy ^ 
de là résulte 

AA'» • Jit ~ (I + aa )»"" ^'^ ' 

ce qui s'accorde avec l'équation générale p(T^z=zqr^ trouvée n^ 73. Main- 
tenant y si dans la formule générale 

E(A:, «)=;,)t'E(A, >P)+(^'-;;;*'A'«-.^'.f ) Ff/i, 4) + V, 
on fait les substitutions ;k=5 , ~=i-|-aa',-77.^=:: — aA:A<*^=-— aaa'M, 

a * a(i -|-aa)* ' a ' a ' 

d'où résulte 
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*'» 



V 



i_ — 5fjt.'h''z= -L _ 2Î1 4- aM . 



a'*— 4a'— I 



I + 2û' ' 

on aura enfin la formule cherchée 

E{k, «) = 5it*'E(A, 4) +(±, - ^- am)F(h, 4')-hy, 

dans laquelle il ne reste plus qu'à déterminer la quantité algébrique Y^ 
109. Pour cela, nons avons la formule 

i^$ia<» 008 • h* sm •j* cos 4- ^^'* dm 



T= 



V/(i— it»ain» #) /f ' ^/(i— A* aiii»4) V/(ï — ^ «in* -») * life ' 

<2» 



dans laquelle il faut substituer la valeur de ^. Cette valeur se calculera fa- 
cilement au moyen de la formule 

où Ton suppose tang 4. =2 jr^ tang 4 , tang 4, = ^^ tang 4. 

Soit, pour un moment, /*= -r-s- et g^s -r-y , on aura 

/^g=sd et y^ = J'=i(iH-<i'+A')j d'où résulte 






I 









I 

^« 
2 



Différenciant la valeur de c^ par rapport à a', et faisant, pour abréger, 
daf~ i + coi^C^sin^^^^ "^ V i-f oot*^3 8m•^^^ ^' 



et parce que tt 



dJ aclm 



on aura 



i^ir^ * dm aa'M8iii4^co34 / » + 4^[ i— A*^ \ 

V/(i— **sin*«) * dit ï/Cï— **«in*«) ' \i+cofC| sin* 4 **" 1 + cofCgain^^y ^ 

ce qui donne , en termes purement algébriques , 



v 



V/(i — >&• sin* •) ;. • ^/(i _ Â* sin* 4^) 

aa'M sînj^oos^ / i +A^ , 1 — A" \ 



I— A' 



quantité qui se réduirait sans doute à une Corma plus simple si l'on y subs- 
tituait les valeurs de sine» cosoi et ï/(i — A^sin^a»), exprimées en fonc- 
tions de sin 4- 
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1 10. Si l'on fait à la fois •>Jr=:^'3reta> = î';r, la quantité V disparaîtra , 
et l'on aura pour la transformation de la fonction complète cette formule 

E';t = 5^^E*A ^.(^ — ^'— 2M)PA, 

où l'on observera que la valeur de M peut se mettre souë cette forme 

Si l'on prend pour fjd une valeur quelconque comprise entre i et ^ , on 
en déduira /izzz f^^ û'= ""f , ^ = > puis on déterminera A* et A* 

%y» Zift -Z^ 



par les formules 4A*(i — k^=:a^a\ 4^*(i — A')=aa'*, et l'on aura tant 
d'exemples qu'on voudra de la réduction des fonetroufs E*kj E'A^ comprise 
dans l'équation précédente, à laquelle il faut joindre l'équation F'A:=^iT'Â. 
Cette formule étant appliquée aux deux échelles qui , par leur réunion , 
forment l'échelle {/5 , dont nous avons fait connaître les termes principaux , 
on pourra, par la seule transcendante F'/b, où A:=sin 45"", déterminer toutes 
les fonctions complètes £' et F^ qui su rapportent aux. diffîrend termes de l'é« 
chelle dont l'indice est 5, et qui a sin J^5^ pour terme moyen 3 et dans l'autre 
échelle, dont les deux termes moyens k et k^ sont complémens l'un de l'autre, 
et se déterminent par les équations A: s: sin ^ et sin ay == (2 sin 1 8*)^, on 
pourra semblablement déterminer les fonctions complètes E' et F' qui se 
rapportent à un terme quelconque par la seule fonction de prenûère espèce 
F*kj qui se rapporte à l'un des deux termes moyens. 
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Addition à fart» 94* li'équation des modules peut enoore être mise sous la forme 



=: (, _ mY — ï6»»(^^r-) (I — t^m^) , 



où Von a m* =7. Cette équation a toujours deux racines réelles et positives; la pre- 
mière f plus petite que l'unité , donne le module h qui suit le module donné k , par la for- 
mule h^km^'y la seconde , plus grande que l'unité, donne le module k, qui précède k^ 
par la formule kt = km^. 

£n efifety on peut, dans l'équation précédente, mettre à la fois A à la place de k^ 

et — à la place de m; ce qui prouve que la même équation qui, par le module 
jn 

donné h , fait connaître le module suivant %, , donnerait en même temps le module 
précédent k. Cette équation, appliquée au module donné k, fera donc connaître à la 
fois le module suivant A et le précédent ^i. 
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DEUXIÈME SUPPLÉMENT, 



$ V\ Uèoffe des imaginaires dans la théorie des fonctions 

elliptiques. 

III. Appelons Ç la fonction F (A:, ^) dont le modale est A; et Fampli- 
tude 9; nous aurons réciproquement ^^s^Amp.^^ ou^ pour abrégei*, 
lps=;^(^) et sin^ =:8inu^(^). Soit, comme dans Fart. 19, I^ SuppL, 

sin^ = itang49 * étant mis pour |/— i, la différentielle . _^ . ^ 
deviendra . — a^« • ^a\ ^ ^ désignant le complément du module ki donc, 

si l'on fiiit as==y"p^^3^.-^r^===F(A/, 4), on aura f=M»; car nous 

supposons que les intégrales ^eteo sont prises k compter de ps=o et de ^{/cs^o. 

Ainsi la fonction ^^fy^-^l^^ et la fonction û^= /^^^jg;^.^^^ , 

relative au module complémentaire kfy se déduiront Tune de l'autre , au 
moyen de l'équation très simple =: lâ», pourvu qu'entre leurs amplitudes 

^ et 4^ on ait l'équation sinipssitang^y d'où résulte cos^s — -. , 

C08 -^ 

^/(i — ife'sm' <p)=s\/(i -f-A* tang*4) = j~ |/( i — if • sin» 4), ou . . . 

Et parce qu'on a ^s=^(A:, ^, 4'=^ -^{^t ^)) ces équations peuvent 
encore s'exprimer ainsi : 

«in jé(kj ia) = itang^(A^, «), 
cos^(A:,i«) = ^(-p-j, 

Tome m. 12 
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Si l'on fait >j/ = i7r, on aura a=F*A/ = R', eÇ Ç = iR'; donc 

sin^(^, ifL^)s= if tang «^ ^ = a>. 

112. Ce résultat, dû à l'amplitude imaginaire (KJy parait fort remar- 
quable , mais il n'est qu'un cas particulier de la formule générale 

(i) sin^r^-f-iK') = r"^ — 77z\^=r-' — » 

que nous allons démontrer. 

Si Ton a les deux fonctions ^z=iF(k, ^) , 6=sF(A:, a), il résulte des 
formules connues (art, i8^ tom* P') que b sinus de l'ampUtude d'une 
fonction égale à Ç -f- ^ 9. ^^ détermine ainsi 

v/v I A\ 8in0oo8«A«-t" sin«oo80A0 

Faisant dans cette formule d = iK.\ ce qui donne sin ot = •; 

cosflts=t/(i---sin*«)s=ssinâi.|/ — i, Zi«=:i/(i — A*sin*a)=A:sîna.^/— i, 
cos« Â« = «^ A: sin* ol , on aura 

Cette formule est l'expression d^u théorème fondamental d'où se dé* 
duîsent un grand nombre de propriétés des fonctions elliptiques» 

On en tire d'abord cos jé(^ + iK!) = i l^f j\ > ^-^(0 ^^^^ "^* P^^*" 
|/[i — ^sin*udf(^)jj on a ensuite 

A^(Ç + iRO = i cot J(j^) , cot ^(Ç + iX') = * A^(0). 

11 3. Si, dans l'équation (i), l'on met + ^K' i la place de ^, on aura 

Mettant dans celleci -f- niKf a la place de Ç, ou aura de nouveau 

sin^(0.+ 4ÎIL0 = sin^d^ (Ç + aiR') =sin./(^j 

donc y en général , m^ étant un nombre entier quelconque , positif ou né- 
gatif , on aura 

(a) sin.^(^+2w7K') = sin^(Ç). ^ 

On ne change donc point le jmiis de l'amplitude d'une fonction ^ ou 
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I 

F (A:, ci) y quand on ajoute à cette fonction, ou quand on 6n retranche la 
quantité imaginaire 2m'ifL'y qui est le produit de i ou |/ — i par un 
multiple ^air quelconque de la fonction complète K' ou F' (k'). 

114. D'un autre côté, quelle que soit l'amplitude (p de la fonction 
^z=sF{kj ç), la fonction ^ + aK ou F(/:, ^) + F(A:, tt) pourra être re- 
présentée par la fonction ¥{ky 9'\-'^)y dont l'amplitude est ^-j*''^? ^^ 
puisque sin (ç + '»*) = — sin Ç , il s'ensuit qu'on a en général 

8m^(Ç + aR) = — silice?); 

daaCf ^ en mettant Ç + ^K. à la place de f , on anra ausû 

8m^(^+4R) = 8in^(e). 

De là résultent évidemment les deux formules générales 

fsîn^K + (4m^2)K]=-sin^(e), 
^ ^ lsin^(Ç + 4mfP)=:8in^(^), 

m étant un nombre entier quelconque , positif ou négatif. 

Mettons maintenant dans ces deux formules ^ -4* ^m'i^ à la place 
de Ç, et nous aurons, en vertu de l'équation {2)^ ces deui nouvelles 
formules 

^^^ l8inurf(04-4w»K4-am'iK')=5 sin-^(Ç), 

qui ont lieu quels que soient les nombres entiers m et m', positife ou né- 
gatifs , et qui contiennent ainsi une propriété très générale des fonctions 
elliptiques de la première espèce. 

ii5. U est facile de voir quel sera l'usage de ces formules, pour divi- 
ser une fonction donnée ^ ou F(A:, (fl) en n parties égales. Soit, pour cet 

effet ,. or = sin -^ f 5 J; puisqu'au lieu de Ç on peut mettre ^'{-^nXj^am' iK ^ 

sans que la quantité donnée sin ji (^) éprouve aucun changement , il s'en- 
suit que l'équation qui détermine la racine x déterminera également toutes 
les racines comprises dans l'expression générale 

x^fmJ\^ — ^î— ^j^ J; 

et quoiqu'on puisse donner à m et à m' telles valeurs qu'on voudra, en 
nombres entiers positif ou négatifs, il n'en résultera cependant qu'un 
nombre déterminé de racines différentes entre elles. En effet, quels que 
soient m et m', on peut toujours supposer m sssa/i -f- fi, m! zsi a'n '^fjJj 
« et ci étant des entiers pris de manière que fi et fji soient moindres que a, 
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ce qui donnera la valeur 

a? = sin ^ (I + 4«K H- aa'iK' + 4£*±ifîH'J / 

laquelle , en vertu des équations (4) , se réduit à 

(5) a:=^ànA{l+é!^dl^y 

De là on voit qu'il suffit de donner à m, ainsi qu'à m\ les valeurs 
o, I, 2^ 3...n-— i^etla combinaison des n valeurs de l'une avec les 
n valeurs de l'autre donnera h^ valeurs différentes comprises dans l'ex<-^ 
pression (5). 

Donc, si l'on a F(ky Q =-F(£, 9), l'équation qui a t>our racine sin^ 

sera du degré n% ce qui s'accorde avec ce que nous avons trouvé ci-dessus y. 
pour le cas où n est un nombre impair. fl^n voit, de plus, que l'équatioDr 
dont il s'agit aura toujours n racines réelles , et n* — * n imaginaires. 
116. Si n est un nombre impair, la valeur de sin^ s'exprimera ration- 

nellement par sinÇ ou or, de manière qu'on aura sin9=x.^, P et Q 

étant des fonctions paires de x du degré n* -— i . 

Si n est pair, on pourra supposer i»=2^/>, /tétant un« nombre impair ou 
l'unité. Alors la division delà fonction F(A:, (fi) en n parties égales exigera deux 

opérations: l'une pour trouver l'amplitude telle que F(A:^ 0) = -^F(A;, ^), 

ce qui se fera par les formules de la bisseçtion, répétées autant de fois 

que a contient d'unités ; l'autre pour satisfaire à l'équation F(A, Ç) ^ - F(A:, fl), 

c'est-à-dire pour diviser la fonction F(^, 0) en un nombre impair p de 
parties égales , ce qui se fera par la résolution d'une équation algébrique du 
degré p% ou plutôt par l'application des théorèmes I et II du premier Sup- 
plément ^ qui réduit la résolution de cette équation à celle de deux équa^ 
fions du degré p. 

Et lorsque p sera un nombre composé, la résolution algébrique dont nous 
parlons se simplifiera encore en l'appliquant successivement aux différens 
&cteurs du nombre p. Mais, dans tous les cas, il faut, de plus, supposer 
connues les fonctions trigonométriques qui se rapportent à la division des 
fonctions complètes K et E! en un nombre impair de parties ^les. Beau^ 
coup de recherches ont été faites sur ce point très difficile de la théorie ; 
nous en donnerons le résultat avec tous les développemens nécessaires., 
dans une autre occasion* 
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5 n. Déçeîoppement des fonctions trigonométriques de V am- 
plitude en séries œmposées 6^ une infinité de facteurs. 

117. Dans le Traité précédent^ et surtout dans la partie qui concerne 
les approximations, nous nous sommes attaché à déterminer les fonc- 
tions par leurs amplitudes; nou3 allons maintenant nous occuper du pro- 
blème inverse , qui consiste à déterminer les amplitudes par les fonctions. 

D'après les formules générales du théorème II ( art. 89 , 1" Suppl. ) , 
Féquation des fonctions F(A , 4) = v!^{k , ^) est satisfaite par Féquation 
des amplitudes 

y_ I + j^* cet* C> I + J^* cot* ^4 ' +y cof* ^6 

^""/•i+y'câF?;* i+y*cofC3* i + y cet' C5 * ®'^^' ' 



où l'on suppose 7^ s sin 4 > a = sin^, et F(A', ^„) = — F*A'=— H'. 

Cette valeur de z, qui se rapporte à un nombre impair donné ;? et à 
un module donné h^ ne contient en général qu'un nombre déterminé de 
facteurs j mais lorsque p est infini, ce qui est le cas que nous voulons exa- 
miner, la série de ces facteurs s'étend à l'infini, tant dans le numérateur 
que dans le dénominateur. Alors, quelle que soit la valeur du module 
donné A*, le module transformé h sera infiniment petit, comme le fait 

voir l'équatioù 

h^=zh sin^ tf I sia^â^s sin^ «5 etc. 

On pourra donc supposer la fonction complète Hs^^'tt, et son complé- 
ment H', exprimé par logT, deviendra infini. Mais, par les formules de 

i>.-i''. f /H r^K. H> H HK' yX 

1 article cite, on a /i«' = j^^=^ et g7 = ;» g?; donc, j = -^=s-^, 

et 52 H' = 2 . î^. 

Tant que m est uo nombre fini, on peut supposer A' = i , et 

F(A', ^-) = ilog.f±^ = ?.^. Soit donc ? = e-^, on aura 



I «— sin Cl, ' ' « -f- Ç' 



I + y^ cet' g^ / i— y" ""'\ 1— ayWçQg^^^^yi 
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Au moyen de cette dernière formule, la valeur de z ou sinf pourra 
s'exprimer ainsi : 



lu (P — A. SlU *\L • —————— T—- . o I , fi • à I I 10 • ^^^' > 

^ JT • ^ 1 — 2^ ces aif' + y' I ^ a^ cos24-f^ 1— ag^cos24-M 

Et puisque la supposition /? = oo , qui rend le module h infiniment pe- 
tit, donne F(A, 4') = %j/ =jttT(A:, ^) = -^F(A, ?)> on voit que la for- 
mule précëdentô détermine Tamplitude ç par la fonction F(Aï, ç)y car 

jr Ff A o) 
connaissant F(A:, ^), on connaît l'angle 4 = -»"H? — • 

Si ç est infiniment petit, on aura 4 = "x ^> ^*^ " ^^ssi^, on aura 

aussi '^ = ^TT. Dans le premier cas , on trouve par la formule la même 
valeur de A en fonction de ^, que nous avons rapportée; dans le second 
cas, on aura cette seconde valeur 

A— ^^-V '+g « + g' i+g* -.„ 
\aK/ 1+^* »+î* 1+g' 

118. Appliquons maintenant de semblables réductions aux deux formules 
(45) et (46) ^® l'article cité. 

La supposition de ^9 = 00 , qui rend égales à l'unité toutes les quantités 
1, 

( I — ^*/*)*> sin €p^x , sin é)^., etc. , permet d'écrire ces deux formules de 
la manière suivante : 

^ I i — v*cos*^. I — y*co8*Ci 1— y*co8*f6 

cqs 9 = cos4 • . . — ir^r . — 7-"^^— rr/ • — r*^ — nir • etc. , 

. ^j» ^N ï — Jf^ CO8* C I — y* COi^ ^3 1 — J^* COS* ^5 

a^a;, (pj — Y+^e^. • i+ycof^3- I +j^» cpf C5 • ®^^' 

Mettant sin'^ ou ^(i — cosa4) à la place de j^', et substituant les va- 
leurs connues dé cos*f. et cot^f., on aura 

«-=B*COsJ/ '+ay'co8a4-+y^ i+2^cos2>H-g» i*f2^^co<2i^+ g'* • 

^ "^ * I— 2jr 0082^1/+^'' • I— 2^^C0824^+<^^ * I— 2^COS2^)/H-?''* * 

1 — jT I— y' I— ^ 



C08 



B — î^=^ i^^ '-=^?^ etc 



D = i^:^.i^5? 1=2! etc 
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Outre ces deux valeurs de B et de D , que donne la suppositiou de ^sso 
et «N^/sso, on eu trouve deux autres par la supposition de ^ = -71* et 

Ces valeurs sont : 

\ » / 1 — g* 1 — çr i—r 



s I +gr ï+g' '-H?* 






• etc. 



4 
Comparant les deux valeurs de D, on en déduit D = ^K^ et par con- 
séquent y 

(S) ;'*' = 1^ . !^ . 1=^ . eu.. 

119. On voit que ces formules contiennent diverses fonctions de ^, 
exprimées par une infinité de facteurs binômes, dont il importe de dé- 
terminer les valeurs; ces fonctions, au nombre de quatre, sont 

a= I —y .1 — 9*. 1—9'. etc. , € = i+y .i-t-ç'.ï+^.etc. , 
a'= I — ^•.i — ^.i— ^•.etc., f'= I +^•-1+7^.1-1-9'*. etc. 

On trouve d^abtyrd qu'elles satisfont à Pëquation «'= œtfCC'j ou i s=s aÇC, 
car on a immédiatement 

aa'= I — ^f .1 — 9^.1 — -y'.! — çr^.etc. , 
f^'ss I +9^ .1 + ^.1 +ç'.i +94.etc.j 
done^ aaf€& =: i — ^r*,! -:. j^.i — ^'.i — ^'.etc. = a', 

ou I = aSC'. De cette équation on déduirait - = €C'y ou 

ce qui est conforme au théorèqpie connu dans la partition des nombres. 
(Voyez Introd. in AnaL, page 272.) 

Maintenant, les équations que nous avons trouvées pour déterminer 
les ooeffidens A; B , D , peuvent s'écrire ainsi : 






«'> 
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Les deux premières donnant le même résultat que la troisième , savoir , 

^ =s yk^ nous n'avons réellement, pour déterminer nos quatre quan- 
tités, que les trois équations 

et il reste à trouver une quatrième équation. 

lao. Pour cela, soit c*^""' ou e^^zsV, on aura sin^l» sa — "". , 

cos a4 =2 — — • Cette dernière valeur permettra de partager chaque 

&cteur trinôme de l'expression desin(p, en deux facteurs binômes; on 
(^tiendra ainsi: 



fi^q^Y* .1— ç4V* .i_ç«V» ... etc. 

îi—qy^ .i—qf^V .1— 9»V» ... 
Il— çV-^.i— fl»V-*.i— ^V-*... etc. 



sm(p=-A .-^, .,_^V^ .,-i/3Y> .,_^Y> ... etc. 



Mais on a 4 = ^F(A, ^), ou ^^ = F(A:, ç); donc ^ est l'amplitude 
de la fonction —^ , ce que nous exprimons ainsi : ^ ssji ( ^— ^ j et 



fflnfsssin^r — 2:\ 

Mettons — ^^Xf à la place de— -^p; alors sin^ se changera en 
— i •!- îKM ou , . . En même temps %(/ devient ^ + "^'> ^* 

e^ ou V devient e ^^ ou Vy* ; d'où l'on voit qu'on peut mettre dans 
la formule précédente . . au lieu de sin ^ , pourvu qu'on mette en 

même temps T^^ à la place de Y. Par cette double substitution , la for- 
mule devient 

I fi— 9^* .1— <7*V« .i—^'V» ... etc. 

_!-.—!* A* YSÎllïI^I2 11— lyV'"*.!— ^^.i— ^V"^^.. etc. . 

ètinf^w"^ • a» •ri_<^v* .i— i/^V .i— ç^V ... etc. 

Il— V--.I— i7*V-».i— ç+V-»... etc. 

Multipliant ces deux formules membre à membre, et réduisant, on 
trouvera 

i = (^y A* .-^, d'où réstJte A = (j) V*'*- 



I 
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lai. Connaissant ^, on aura d'abord les quatre quantités «, *', €, C 
au moyen des formules 









1 
Ensuite on aura B = J = 2 V(|^)' et D = (A')"^ Ainsi tous nos coeffi- 
ciens sont déterminés, et de plus, la valeur des produits a, d', € S' est 
connue en fonctions des quantités A, A:', K , qui peuvent être déduites 

de la quantité donnée y = e ^ . 

1:13. Cela poséj les fonction s trigonométriques de Tamplitude (p=^ ^îî£\ 
^ . . . / \ îT y 

seront amsi e:iprimees : 




iq^côs^'^'^ q^ ï4-2<7gcos 24^+<y'» 

La quantité y, qui entre dans ces formules, est exprimée par Texpo- 

nentielle e ^ , de sorte que son logarithme hyperbolique est — ~ et 

qu'il se détermine ainsi par le rapport des deux fonctions complètes K et 
R', qui répondent aux modules k et V. Pour rendre plus facile le calcul 
des formules tràs nombreuses dans lesquelles entre la quantité g il serait 
bon de dresser une table des valeurs de cette fonction ou de son loga- 
rithme, pour tous les dixièmes de degré de Tangle du module, ou seule- 



P On sait qae le produit (i —y)(i —^')(i— gr») (i —gr4) etc., continué à Tin- 
finî, donne, par son déyeloppement » la suite i —y — S^' + ^' + y'— ^*' ^**+etc. 

dans laquelle les exposans de q sont de la forme ^ . Cette suite , qui est ex- 

primée par «• , a donc pour somme ^-j (2W)^it ^q ^, quantité qu'on peut cal- 
culer d'une manière fort approchée par les tables elliptiques, maïs qui n'en est 
pa3 moins une transcendante fort composée* 

Tome 111. i3 
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ment de d^é ea degré, ce qai se ferait très fecilement, au moyen de 
la table • des fonctions complètes , que nous avons donnée sous le n* I y 
dans le tome II. 

La fonction q se rapportant au module k^ si Ton appelle r la. fonction 
semblable qui se rapporte au modulé complémentaire Vj on aura 

logy= ^^ et logr = —-=-, par conséquent 

(9) log^xlogr='T». 

Ce produit serait mV, m étant pris pour 0,43439 • • • , n les deux lo- 
garithmes devenaient des logarithmes vulgaires. 

Ainsi, l'on voit que log^ et log r se déduisent facilement l'un de l'autre, 
et puisque 9r est le logarithme hyperbolique de â3,i4 à peu près, il y 
aura toujours \m des deux nombres ^ et r qui sera plus petit que ^. 

lâS. Si l'on considère deux termes consécutifs A et A de l'échelle des 
modules dont l'indice est tz, la quantité q qui se rapporte au module k de- 
viendra ^* pour le module suivant A; et, par la même raison, elle serait 

ç" pour le module A:, qui précède h. 

En effet, puisqu'on a, par la propriété générale de l'échelle des mo*- 

dules, rr7 = Jig7, la quantité ^«, qui se rapporte au module h y aura 

pour valeur e ^ ; on a donc ^«=s^"; par la même raison, la quan- 

tité ^, , qui se rapporte au module kg , ayant pour valeur e ^* , on aura 

y. = 9». 

Connaissant donc, en fonction du module k et des quantités dépen- 
dantes dé A, telles que k^ K, K', la somme d'une série quelconque, dont 
les termes procèdent suivant les puissances de q , comme sont les pro- 
duits d'une infinité de facteurs, désignés ci-dessus par et, a', €j €', on 
connaîtra, par une fonction semblable du module h^ la somme de la même 
série, dans laquelle on mettrait q^ au lieu de ^; el par une fonction 
semblable du module A:,, la somme de la même série, dans laquelle on 

mettrait q"* au lieu de q. 

On peut multiplier ainsi j d'une manière indéfinie, les formules telles 
que celles qui expriment les sommes des suites a^ a', €y C\ et une in- 
finité d'autres. 

Lorsqu'on fait l'application de l'ancienne échelle , dont Findice est a , 
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il faut, en mettant q^ au lieu de^, remplacer en même temps- A, K^ 
K^ K', par h^ h' y H, H'; ensuite on pourra mettre pour ces dernières 

quantités leur valeur en fonctions des premières, savoir, & = — -t>, 

A'c=2^, H=»i:ti'K, H'=(i+*')K'. Par ce moyen, la seconde 

formule sera exprimée en fonction de A: , et Ton pourra de nouveau subs- 
tituer 9* au lieu de ^, ce qui donnera une troisième formule relative au 
module â,, qui suit h. On verra ci-après des exemples de ces opérations, 
qui peuvent être faites, soit dans le sens des modules décroissans, comme 
on vient de l'indiquer , soit dans le sens inverse. 
ia4« Nous avons trouvé, ci-dessus la formule 

—5 ^—^ '— ?^ 



i/A^— ijzâ izis: Lus; etc 



laquelle s'applique au module donné A;; si on l'applique au module sui- 
vant h y dans l'échelle dont l'indice est a, on aura 

Oo) Vh' = j:p2- . :j^. . 7:p^ . etc. 

Cette formule peut servir à calculer, par approximation, le module A, 
au moyen du module donné ky dans l'échelle dont l'indice est ts, ce qui 
dispenserait d'avoir recours à l'équation des modules. On aura semblable^ 
ment la formule 

qui servira à calculer le terme A:, de la même échelle, qui précède le 
module donné k. Ainsi, par ces deux formules, on peut connaître suc- 
cessivement tous les termes d'une même échelle dont l'indice est », tant 
dans l'ordre croissant que dans l'ordre décroissant, et l'on peut même 
supposer que n est un nombre rationnel quelconque. 

De plus, comme l'on peut, au lieu de <j% mettre «y*, € étant une racine 
imaginaire de l'équation ê" = i , on voit que n étant un nombre impair 

quelconque, la seconde formule donnera n valeurs différentes de yKi^ et 
par conséquent n valeurs du module A*,, qui précède A:. Donc, on aura 
de cette manière ff\^i transformations du module h y et par conséquent 
n-|-i transformations de la fonction donnée F(A:, ç), ce qui s'accorde, 
tant avec les deux exemples connus pour les cas de ns3 et 7i=s5, 



'« *t 
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qu'avec uae règle générale annoncée par MM. Abel et Jacobi. Au reste, 
de ces ri'^i transformations, il n'y en a, comme on voit, que deux de 
réelles, les /i— i autres étant imaginaires j et puisque le nombre qui est n 
en passant du modale k au module k^ , devient it*, n', ;z^, etc. , en passant 
du module k aux modules suiyans A:«, k^y A:4,etc., on voit que le nombre 
des transformations imaginaires augmente d'une manière prodigieuse, à 
mesure qu'on passe du module donné à un module de plus en plus éloigné 
dans l'ordre croissant. 
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§ in. Autre sorte de développement des mêmes fonctions 

trigonométriques de VamplUude. 

1 25. Revenons à l'expression de sin ^ de Tart. i ao , et appelant II le' 
produit des fiicteurs binômes, 

rv— V-^ fi— 9'V' .1— 9*V .1— 9«V .etc., 
V» ; \,— 5.V-.1— y«V— .1— 9«V-.etc., 

supposons que ce produit, continué à l'infiiii, soit ^al à la suite 

A.(V-.V-0 + A.(y»— V-») + A,(V»~V-») + etc. , 

A», k^^ As} etc., étant des coefficiens indépendans de Y. Si, dans les 
deujc expressions de XI, on met qS à la place de Y, on devra avoir 
Téquation 

W^ 9 y ^(i — Y-.i— ^•Y-'.i-./V-.etc. 
= A.C^Y— 7-Y-0+A.(y»Y»— ^»Y-') + A,(/Y*— ^«Y-«)+etc. 

Or, en retranchant les facteurs égaux dans les premiers membres de ces deux 
équations , ils se réduisent, le premier, à (Y— Y~")(i — y'Y*); le second 
à (yY— T^'Y^Of^""^""*)- Celui-ci est égal ati précédent, multiplié par 

in 9 donc, si l'on multiplie le second membre delà première équa- 
tion par qV% et qu'à ce produit on ajoute le second membre de la seconde , 
la somme devra être zéro; on aura donc l'équation identique 

o = A,Y + A.Y* + A,Y« + A^Y' + etc. 

— A . Y + A ,f\^ 4- A.7^« + Asq^Y' + etc. 

. — A.Y-' — A.Y-' — AsY-* — A4Y-' — etc. 

— A.y-*Y--— A,y-*Y-«— A^^^ Vr5— A^y-'Y-'— etc. 

Par les puissances positives de Y, on obtiendra les équations de condition 

A.+A,^*=:o, A|-f*A,f*=o, A^ + Asf'ssso, etc.; 

et comme les puissances négatives donnent les mêmes équations , on en dé^ 
duira les déterminations suivantes : 

A^=— .A,7% As = — A.^ = A,y*, A4.= — A37»=A»7*% 
As = — A^q^ = — A,y •% etc. ; 

donc enfin on a û ou 



(v~v-o [; 
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-y*V \i— 9*V* -i— /V •etc. 

fonnule dans laquelle les exposans de q résultent de Paddition des termes 
de la progression 2, 4» ^y &» ^^0., et sont par conséquent les nombres 
triangulaires niultipliés par 2. 

Dans cette formule, le coefficient A, étant indépendant de Y, peut être 
déterqiiné en donnant à V telle Taleur qu'un Tcnidra. Soit V=ï/— i, ou 
V'=— I, on aura 

A — to+'^y(»^-?0*0+g')'etc. 
» I+9•^-9^^hfl'*+9*^+ctc.* 

Le numérateur de cette fraction est égal à ^* ; quant an dénominateur, 
sa valeur sera donnée ci^après , et il en résulte 



(la) A.;=y^(|y(a**')-». 



{ 



126. La formule que nous venons de trouver, pour l'ezpression du pro* 
duit A, va nous en fournir une seconde, non moins utile; il suffit, pour cela, de 

mettre q^y ii la place de Y, et de multiplier ensuite les deux membres 

par — '7*^; on obtiendra ainsi la formule 

I— yY» .1— 9^» .1— y*Y* .etc. 

1— yV-*.i— 7^-*. 1 — f*Y-'.etc. 

= A. [i — y(Y*-hY-*)H-^(VH-Y-*)— ^(V*+Y-^)+ etc., 

où l'on voit que les exposans de ^^ dans le second membre, sont les quarrés 
des nombres naturels* 

127; Si l'on restitue, au lieu de V, sa valeur e*+ ou cos^ + 1^— i sin^» 
lès deux formules que noua venons de trouver s'é^^riront ainsi : 

sin4(i — 29'cos24 + ^X* — 2^cos24 H^^'X ' "^ a9*cos24 + 9") etc. 
= Ai(8in 4 — 9* «û^ 34 4" y* sin 54 — • y ** sin 74 •+• etc.) , 

(l 2yC0S24 + 7*X' 29*COS24 + 9*)(ï 29*COS24+9''0 ^^*^- 

s=: A,(i —• 29COS24 + ^f^ cos44 "^ 29*00564 -f- etc.). 
On pourra donc donner aux trois. formules de l'art. 122 la forme suivante , 
où nous mettons j? à la place de 4> ^^ supposant — =F(i^^ f) , ou 
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j /2Kx\ ^_^ / ' \* 2<jf*8Îû* — 2qf4sln3x '{- aqf^sin&r— -29 ♦ 5in7*4- etc. • 
\ w ) \h ) * I — 27 C082X+ 29^008 4« — 2<79cos6x + etc. ^ 

Il 9 as 49 

(*3) < 4 / ^^ \ /^^ V a<7*co8y+^9^co833F+27 * cos5jp+2<7 » cos7jp+etc. 

I \ îT /""vTT/ ' I— 29 C0S2JP -1-2(7^ C084jp—2Ç9cOs6x-(- CtC. ' 

\ * /"^^ ^ * i — açco8 2*+ a?*.co8 4* — aç» oos6*4- etc.* 

Ainsi nos trois fonctions trigonométriques de l'amplitude sont exprimées 
par des suites régulières, dans lesquelles les exposans de q sont, d'une 
part ^ les quarrés des nombres naturels ; d'autre part , les quarrés des nombres 
impairs divises par a. 

128. La forme de ces expressions très remarquables nous conduit ^ 
considérer deux nouvelles transcendantes €>(^, â?), A(^, a:), ou simple- 
ment 0a:^ Aa?,dont les valeurs développées en séries sont : 

{@j:r = I — 2ycos2a:-f-ay*cos4^— 2y'co8&r-f-a9''*cos8a;— etc., 
Kx se :kq^imx*^%q^ûsi Zx^:^q ♦ sih 5a: — :5iy * sin7X + etc. ; 

et comme 9 en mettant x-^^it^ au lieu de x, on obtient 

h açf ces %x •+• 3^ cos 4^ -|- a^^ cos 6a: + etc. , 
^*cos JC+ 2y *cos 3x+ ay ♦ cos5a>-|-ay * C0S7 ar+etc, 

il s'ensuit que les trois formules précédentes pourront être présentées sous 
cette forme très simple : 



5. |0(*+i'') = « 

lA(a:-*-iw)==a 



(.6) ^ c<»^(af)=(*;yi('+"'> 



ex 



^^(tO=W' 



129. Outre les formules des deux articles précédens, on doit encore à 
M. Jacobi la formule suivante : 



|tangi^( 



X Ax âjf '7J? OX 

^ sin — H Éfsin g^sin a^ 8iii -^ +q'^8ia ^ + etc. 

2Bjc\ 2*^2^ 2^ 2*^ 2 



(17) ( ^ ' 008 gco8 9^008 h9 cos-^ — f.<7*®C08 2-— etc. 

— gJP \A\ "f" ^? oog* + ^)(i — 2<y* 008^4* ?0(' + 2ç^cosjp + g^) etc. 
"^ 008^ jp(i — 2f oos« + <7*Xi H- 2g*cos* + çO(" — aç^cos^f + ^•) etc.^ 

que nous allons démontrer. 
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K jc _ 

Supposons — s=i.F(A:, ^)=5F(^, <r), nous aurons, par les formules 

de la duplication des fonctions, tang-^rsAo* tango*; en même temps , si 
l'on met jx à la place de x^ dans les formules de l'art. 1^7, on aura 

/"JL V sin 4 g? — g* sin \x+q^ smjx — </'* sin | j + etc> 

^ \k'/ * 008^^ X + 9» 008 1 a: + <7* 008 1 X + 9" sin J a: + etc. ' 

. y, ,^J I +a^ cosa: + 2(7^co8 2j-|-a<y9 cos33g+ e tc. 

""" ^ ^ ' I — 2Ç COS X + 2Ç* 0082X 2^9 C08 3x 4" ëtc!' 

Multipliant ces deux équations, on aura la valeur de tango'Aâr, ou celle 

de tang7^ Q- — j^ mais le produit ainsi trouvé n'est pas réduit à la forme 

la plus simple dont il est susceptible. 
Par les formules de l'art. lâS, on a 

Mettant \x à la place de or, le premier membre deviendra Ao'tang^ ou 
tang^^; on aura donc 

(i8) tangi^(^--J=^ 



6 



2 \2 ' 2/ 



i3o. Maintenant, il faut faire voir qu^on peut mettre sous une forme 
plus simple le produit désigné par hoc&{a>\*^7r). Or, en combinant les 
formule^ de l'art. 128 avec celles de l'art. 127, et faisant 

<= = È = /^(l)W)*. 

on a ces quatre nouvelles expressions : 

e« = G ( I — 29C082*4-<;*)(i — 2ç'co82*+9*)( I — ^K^cosnx-^- 7*")elc. , 

Ajr = 2,qiCAmx{i — 2<7*co824F+9*)(i — 27*cos2«+<7*)(i— 29*0082*+ 9")etc. , 

î'9) je(x4' ïir)=C (l +29C0S24f+9")(l +2^'c0824P+iy*;(l-f 2<7*COS2*+ <7**»)etC. , 

A(X+ Jsr) = 2<7* CC0S«(I -f 29*C0S2«-f-7*)(l +27<co82aF4-ç')(i+a7^co824f+9")etc. 

Faisant donc de nouveau e'* = V, pour décomposer les facteurs trinômes, 
chacun en deux fadeurs binômes, on aura 

AX0(X + iîT) = 29'e .^ , 

7rvWV V-.>f^+9^' •^-^'^* '^-H'V- .i-^V' .i+7»V ,etc, 
/,(^v;— (,v— V ;^j^^y-. j_^.y-.^ i-H»V— . I— ^V— . i+y»V— .etc. 
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Mettons, dans cette denùère éqnatioii, Tl/C— 9) « la place de Y, nous 
aurons 

JIMx/Z:^\-— ^^•▼ n!'— ^V* •i+y'V* .i-yV* .i-H^' .etc. 
^v V— ^;— VVi^(-9)/l I — V- . i+y V-. i-^V-. i+^V-.etc 

Donc, Z(V)t=— VV(— y)-Z(VV 
IoppéedeZ(Y) soit 



2(V) = «(V»— Y-) + C(V^— V:r») + >(V»— V-«; 
on aura 

Multipfiant de part et d*aatre pr — Tv^(— 7), on aura oelte seconde 
expression de Z(y) 

£ aV 4- «7V» — ^7*7» 4- Yf^^ — etc. 
W = j _ C^.. +^v- - ^ V-» + ^ V- - etc. 

Comparant les deux valeurs de Z(y), on aura, par les puissances posi- 
tives de Yy comme par les puissances négatives , les mêmes équations de 
condition , savoir, 

€=seey, >=— a^, J^= — cty*, €=rciy", ^ = 0^^ etc., 

«t par conséquent ^ 

Dans cette expression , les puissances de q ont pour exposans la suite des 
nombres triangulaires, et ces puissances offrent alternativement deux termes 
positifs et deux négatifs. 

i3i. D'après ce résultat, on a la formule générale 

dans laquelle mettant x^\7t à la place de a:, et observant que 
@(x-f-^) = QXj on trouve cette autre formule 

A(« + ï^)^'=M(co8« — flcosS* — 4/^co«5wF + 9*co«7« + ç'*co8^ — etc.). 

Si l'on met 7X au lieu de x, dans ces deux formules, et qu'on divise 

(^^ ^ 
y' 

Taux m. 14 



• « 
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donnée dans Part. 129. Quant à la seconde expression, elle résulte im- 
médiatement des valeurs de A j- a: T- + - J et A T- -f- - j -J op , déve- 

' loppées en facteurs trinômes , d'après les équations (19)* Nous ferons 
voir ci -après comment on détermine le coefficient M qui entre dans 
ces formules. 
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1^ IV. De quelques séries dont les sommes peuvent être 
déterminées par les fonctions elliptiques. 

i3a. Avant d'aller plus loin, nou^ allons sommer diiBerentes suites 
ordonnées suivant . les puissances de ^ j elles offrent des résultats très re- 
marquables, qui se réuniront à ceux que nous avons déjà obtenus (art. t^i 
et 1 34) ) et i ceux que nous donnerons ci-après , dans le $ YII. 

Si l'on fait a:=:o, ou seulement x infiniment petit, dans les équations 
(i3) et (17), on aura les quatre formules suivantes: 

Ki&* _ ?^— 3<y^4-5qf4 —19^ +€ tc. 

•r "^ I — 27 + 29* — 299 + 2^'^— etc. 



(21) 



i 1 I 9 as 4-9 

' * VAV "^ I — 2<7 + 29* — 29» + 2<3f **— etc. 
/i Y * + 2Ç +2(;f^+2<79 + 21/*^ + etc. 



1 — • 2ç -f- 2ç* — 29«+ aty'* — etc. 

2K I -f 3<y — Sy>~7iy»+9<7'^4-iny'^— i3<7"~et c. 

ir I— 9—<;»+iy6 4.(7«o_^«*_^*4.etc. ' 

où l'on voit six séries différentes dont il faut trouver les sommes sépa* 
rément. 

i33. Soit n(A;) la fonction inconnue de A:, par laquelle doit être ex* 
primée la suite 1 + ay + ay* -J- ay» -f-^7'* + ^c« î 1^ troisième des équa- 
tions (ai) donnera i — a^+ay*— ay^H- etc. = {kyn{Jù) , et par con- 
séquent 

, + a^ 4. ay"* + ay"* + etc. = "*'^^' n(A) ; 

or, en mettant y^ au lieu de çr, ou A, au lieu de A:, dans l'équation 
supposée 14-^7 + 37^ + 3?* 4* etc. c=n(A:)y on a 

I + a^^ + ay'^ + q^^ + etc. = n(A,). 

D'an autre côté , puisqu'on suppose que ky kj A, , sont trois termes con» 
sécuti& dans l'échelle dont l'indice est a , on a , par la propriété de cette 

échelle, K:i=(,+;i)Hs=:(i4-A)(i+A.)H. =^-^.^H. 

= (^t+x^k'Y ^'^ ^°°*^» V^t=^^—^ V^^i <ïe là et de l'équatioa 

n(A.) = i^J^n(*), on tire 

n(ft.) _ n(R) 

i4** 
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Le premier membre est la même fonction de ^ que le second de 9 ; donc^ 

^^ eàt une quantité constante. Or, lorsque A:=so, on a 9=0, K=sj^ 

et n()fe)= I ; donc la constante = rrrr^^ et par conséquent n(A)= \/(— )• 
Donc on a la formule 

1 + 3^ + 2^+ 37*+ 37** + etc. = \/\j > 

au moyen de laquelle on en trouve plusieurs autres, telles que les sui-* 
vantes : 

I — 27 4- ay* — 39» •+• 37'* — ay** + elc. =ss •/f ^ — -J , 

, + 29* 4- ay" + ay«« + a^ + etc. = i^' ^(^), 

9'+ 9» + ?'• + ?♦• H-«t*^- = ^*^V(T)' 

7*4- y* + t*' 4-7* -♦- ete.= t/(^— )» 

^ï— 37* 4- 5r — 77^ 4- elc. = (D* (a**')* , 

S 

1 ^ 3ç* -1- 5y« _ 7^» -1- etc. = 7""^ (^{ihkYy 
ï +«•+?• 4- 7** + etc. = y" * V^CS)- 

De ces deux dernières on déduira, en mettant q^ à la place de 7, ou A, à la 
place de A:, et réduisant, les deux suivantes : 

1+ y-f- î*+ /+ ?•"+ y»5 + etc. = 7"*^(?^*), 

1 — 3y+5^--79« +97'* — iiy'* + etc.= y"^ (5\*.2^A:î. 

On voit maintenant, par la valeur de la suite i*f-?*+?**f* etc., com- 
ment a été trouvé ci-dessus le coefficient A,, d'où l'on déduit le coef- 
ficient 

le même qui entre dans les vateurs des fonctions 0x et hx développées en 
facteurs trinômes (Eq. 19). 

i34- Pour déterminer le coefficient M dans la valeur de Kx&{x + ï'Tt), 
art. 1 3i , soit J? = | ^, on aura 



Or on a 
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I I 



I 

3r 



aVC(i +^) (i +/)(i -H^"), «te-, 



donc 



ej=C (i -hr) (i + y*) («4-7")> etc. , 



M 



— ,+, + ^ + ,« + etc. — ^^ 'w ^**'^** 



i35. Pour trouver d'autres formules, nous réunirons d'abord ici quel- 
ques-unes des prindpales valeurs des fonctions &x et Ax : 

AOSBO, 



«0 = v/(^) . 

i qaoi il &ot ajouter qu'en supposant x infiniment petite on à 






'K\i 



ces valeors se déduisent facilement des formules déjà démontrées. 

Gela posé y si l'on {ail xsso dans les équations (19) et (ao), on en 
déduira 

8. 

,4-3^ — 5/— 7y« + 9y'*4-n7"* — etc. = !ïf ^ (^\kky y 

S dans ces deux dernières formules on met q* au lieu de ^ > et A au lieu de 
k, on en déduira 

,+3y-57f-79»+9^+ii^~ctc.=y-î(i-|-A')(|)*y(i=^V/*'), 

»— f — f*+ y»H-^-— y*«— etc.=y~J(^y(~^V^A^)*. 

i36. Nous joignons ici ]e tableau des diverses formules que nous venons 
de tromrer, et de quelques autres qu'on peut aisément en déduire par le 
procédé indiqué art. ia3. 



(23) 



l 
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I +2y +^^ -Ha^» -j-a^'* + etc. = \/ (—J » 

I ^27 + 3^ — 39» +3^'* — etc. = \/Q- — ), 

1+ 3/ + a^" + 2^* + etc. = ' "^^^ \/(?) » 

+ ay* + 39» + a^'* + 37" + etc. = y/[^ (i 4- A/)] , 

— 2^» 4. a^» — a^'» •+■ af** — etc. a» \/Qz V^) > 

- 2^ +2^.« _ 2^ + a^»* - etc. = ^(f ) . ^(^ |/^) , 

q" +9 +7* + y* + «te. = y^(^^ j , 

+ ^' + ^ H- y' + y + etc. = 7" * i/(- v/a), 

— ^' — . ^» 4- y« + y" — etc.=!y"«*/(j\/M'), 

— 9* - 7* + y- + r -etc. = 7-iy/(5). y^(^ t/*')> 

— 3^ + 5y' — 77* H- 9^** — elc. = ay'^f — Y^V^» 

— 3y* H- V — 77" + 97" — €tc- = 7"^(|y(3**' A 

— Zq^ + 59"— 77*^ + gy** — etc. « 7~(|y /(ï*VA') . 

y'~ 3^« + 59- - 794. 4.ptc.=:i=i'(5y[(,+ft')9»/A']*, 
,+3y «-5y»-, 7^« -f.99'«+ 1 ly"»— etc. = a^"'(^)'(Ayfe' )S 

ï+3f •~57«-7y'S-99"+ 1 1^-- etc. » 7'^'(»+*')(f ) VC^*^*')' 

Nota. La différentiatioD de ces formules en produirait une infinité 
d'autres, par la substitution -âs=~~ '""^ 



dk 



Wl"K»* 
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§ V. Usage de ces formules pour diverses sortes 

d^ approximations . 

137. Si l'on connaît le rapport des deux fonctions complètes R' et R, 

K' 
et qu'on appelle et ce rapport = =- 1 on connaîtra immédiatement la consn 

tante ^se"""**^, dont le log. hyp. = — ayr. Cela pose, il sera facile de cal- 
culer , ayec tel degré d'approximation qu'on voudra , la fonction K au moyen 
de la fi>rmule 

K =- (i + 37 + a^ + ay«H-a9**H-etc. )• ; 

elle sera toujours très convergente si l'on désigne par k le plus petit des 
deux modules complémentaires A: et A^, ou par K la plus petite des deux 
fonctions complètes K, K', qui répondent à ces deux modules. Par ce 
moyen, la quantité q sera plus petite que -5^, et la série précédente, bornée 

k ses quatre premiers termes, savoir K = - (i -f-ay + 3^ + ^^'Z > suffira 

pour donner la valeur de K^ exacte jusqu'à ao décimales au moins. Gonnaisr- 
santR, on connaîtra en même temps K' = aR. 

i38. Dans le même cas où q est donné immédiatement, on trouvera les 
modules ketkf par les formules suivantes , qu'on choisira à volonté , 



i/*' 



1 — ay 4- ay^— agg+ay'^^ etc. 
I -+• a^ + ag* + 2^9 + a^*'-(-€tc. ' 



i. i/jfe __ g^('+g*+g' +g'" +g'" + eto; ) 

(ai) / t/k = i-ag> + ag«-ay" + ag3>- etc. 

"^ ^^ \ y I + ag + ay4 4- 2 g» + ay'» + etc. ' 

*'•' I— g — g^ 4-/ + g'*" — g'* — g" "h etc. 
i+g + g' + / + g'' + 9'' + g" + etc* 

\ i+g* + g^ + g''+g'^+etc. 



^K 



La comparaison des valeurs de ^ ^k et \^\\/k donne cette propriété 
générale, qui mérite d'être remarquée : 

(»+g-»V-N'+î'*+«tc- )• = (i+g*+g«+g"+g**+etc.) (i+ag+2g4+ag9+etc.). 

On trouvera de même , par la comparaison des valeurs de |/A' et t/A/, cette 
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équation , 

iSg* Supposons maintenant qu'on veuille calcuier les valeurs de^ par 
le moyen du module donné k et de son complément Uy nous prendrons 
pour cet effet, dans le tableau général, l'équation 

a,y (1 + ^« 4. çM 4-^4- etc.) _ I — V/it' 
I -(. a^ + a jf »8 + 2^» + eta i + V^ 

Adoptant pour un moment la notation usitée dans la première échelle, 
nous substituerons c à A: et 6 à A', ce qui donnera |~ v,w = 'Tw^ » 

Donc 

2^(i + g' + ^'^ + etc) =^/^llZ*!\_^^ 
I + a^ + 2sr'« + ag5« 4- etc. '^ Vi + W •^ ' 

Mettant 9' à la place de .^, il faudra mettre €^ à la place de e**, parce 
qu'on avance ainsi d'un rang dans l'échelle c, c^, c^, etc. ; on aura donc 

ag^i.4-g"+g^4-etc) _ .^^ 
I 4 a^s 4. ay^* 4- ajr'* 4- etc. ^ 

Avançant encore d'un rang, on aura 

ag<(i4-^^4-etc.) _ .^ 
I 4- ay *^ 4- fly^ 4- etc. ^ 

Gela posé , on aura , aux quantités près de l'ordre q* , 

7 = 7 j/c^; et plus exactement, y = (i 4-^)î v/<?^- 

On aura de même, aux quantités près de l'ordre 7', 

7'=i v/c^**; et plus exactement, y = (i 4-7*) \/ÎVc^. 

On aura encore, aux quantités près de l'ordre 7'^, 



,0000 



^^ïssîl/c*'*^ et plus exactement, y =:(i-^iy'*) V^T^/^*^, 
ainsi de suite. Donc enfin , q est égal au dernier terme de la suite 



ïVC»», Vï !/«•-, VW^^y Vî V«»», etc. 
Et parce que la suite rr°», c»?", .c»^», etc. , est telle , qu'au bout d'un très petit 
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nombre de termes , on aura ( 5 o^)* c= c^+ », on voit que V^î ^(^ sera égal 

à v/Fv^"*"'- ^ ^^^^ ^XMiiii que la valeur désignée par q =5 \/| l/^> avant 
que c^ ait atteint la limite , sera en erreur d'une quantité que Ton corrigera 
par la formule 

m étant ^ *• 

La formule rigoureuse est 

/./ï^ yl±£9« + g>^- + etc. _ , /^ 

V-*^; I + ay^" + 2g^« + 2y s- 4. etc. * ^ ' 

^ désignant le jtt terme de la suite tf^ c*% <?*®®, etc. 

Ffous supposons toujours , pour la facilité des calculs d'approximation , 
que le module h o\xc est plus petit que son complément V ou h^ c'est-à-^ 
dire qu'il est plus petit que sin ^S"". Alors la suite des modules <fy (f*^ 
d""^^ etc., calculée d'après les préceptes donnés dans le tome II, conduira 

promptement au terme <^ qu'il est inutile de dépasser. On obtiendra donc 
ainsi la valeur de q avec tel d^é d'approximation qu'on voudra. 

140. La quantité ^r est exprimée, suivant les dénominations de l'ancienne 

■ yF'» 

écbelle, par e ^'^ \ changeant à la fois c en £ et £ en c, et appelant r U 

nouvelle valeur de y, savoir r=e f**, ce qui donne log- log- ='7r% on 
aura semblablement 

1+ 2r^« -f- ar*«^ + 2r>^« + etc. ■ ^ ' 

en désignant par ^ le v "^ terxxie de la suite décroissante h\ i', 6", etc., et 

supposant 7ï=a'"^. 

Et puisque dans la limite fixée, on peut supposer 
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yssvZ/lv/^) etr=V^(^v/A'), ou 0^=47- et *'=4/^-, 
on aura 

fT b 

ce qui s'accorde avec l'équation de l'art. 80, tome L 

i4ï. Si l'on désigne de nouveau par A:*, A:", â:**% etc., la suite des mo- 
TOME III. i5 
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dules décroissans qui se déduisent du module donne ky suivant la loi 
propre & la première échelle, nous supposerons, pour fixer les idées, que 
k''^'' tient lieu de k limite , en sorte qu'on ait, d'une manière 8ufllisaiii0i«nt 

approchée, y= /(^ 1/^»)=: t/CV)- 

Cela posé, si A; et A sont deux termes consécutifs d'une échelle dont 
l'indice est n, on aura semblablement, ou même à plus forte raison,» . . • 

9'=V'{-J^) donc 

M T == Ct) • 

Telle est l'équation algébrique très simple qui suppléera , au moins ap* 
proximativement, à l'équation des modules pour Tindice n. En effet, si, du 
module donné A:, on veut déduire le module suivant h^ on calculera d'abord 
k^y ce qui se fera par de simples extractions de racines quarrées. kf^^ étant 

-T-J • Ensuite on trouvera le 

module cherché h par les équations successives 

^ '^i+A*»^' ^-^r+i^' ^•^r+ÂT' 

on connaît d'ailleurs les moyens les plus simples d'appliquer à ces^ forqiules 
le calcul logarithmique, pour obtenir plus promptement les résultats. 

11 en serait de même si l'qn voulait calculer le module k^ qui précède 
A:, ce qui se ferait comme si l'on voulait déterminer k par A; et le degré 
d'exactitude de ces solutions pourra toujours être fixé à volonté , puisque 

si la formule 7 = V^ -7- n'avait pas la précision suffisante , on pourrait 

prendre l'une des suivantes, 7= V^\-^U ^=V i "T" )> ^^^' 9 P^' ^^* 

quelles l'erreur est bientôt réduite au-dessous de toute limite donnée. 

143. On pourrait faire usage des formules (a3) pour déduire du module 
donné A: ^ ou de son complément k\ la valeur de la fonction complète K, 
jusqu'à un degré de précision déterminé, sans connaître préalablement la 
valeur de y. On trouverait, par exemple, en négligeant les quantités de 
l'ordre 9', 

K = 



V.[i (!+*')»/*'] 



et en n^ligeant seulement les quantités de l'ordre 7'*. 
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K=r 



. «• . - 



MttB plus ces fimnutes acqmèretit de préchioii, pins elles se rapprochent 
dft im finrmote la plus simple de toutes , qui , dans les termes de Pancienne 
édidle, est 

de sorte qu'il derient inutile de pousser plus loin la recherche des formules 
d'approximation. Nous saisirons seulement celte occasion de faire voir que 
la valeur de la fonction complète E'c, telle que nous l^avons donnée page 1 14 
da tome I, est &eile à déduire de celle de F'c. 

£n efièt, â l'on prend la différentielle logarithmique de la formule pré- 
cédente, on aura 

mais Féquation b^ =:^^^ donne t^ =s j . jiri de même on a. • • . r 

£^oo d*^db^ db 

r25x= r • "ïsx" = i ^^ • jx > ®'^' ^ second membre de notre équation 
devient donc 



et parce que ^^^y ssst; > on en déduit 

^=4*+c*(i— ic«— ic*<?^— etc.)=x — l^^*(i+^+-| h etc.). 

Cette quantité est ce que nous avons nommé Lj ainsi Ton aura E'cssLF'c. 



i5.* 
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§ VI. Diverses propriétés des fonctions ®(q, x) et A{g, x)4 

143. Ces fonctions, qu'on peat considérer en elles-mêmes et sans aucun 
rapport aux fonctions elliptiques, ont été considérées jusqu'ici comme se 
rattachant, par leurs deux élémens ^ et x, i la fonction de première 
espèce F (A;, ç). La constante (f est une fonction du module A:, déterminée 



— a*! 



rK' 



par la formule ^î=e *^,nou logy = — — , K et K' étant les fonctions 

complètes relçitives aux modules complémentaires k et k' ; la variable x 
est la même chose que l'arc circulaire désigné par 4> dans l'art. 69, tom. I; 
car, suivant cet article, la fonction F (A:, <p) est exprimée par la formule 

F(A;, ^) == -r~*^= — O j et d'autre part, nous avons supposé, dans les 

calculs précédens, F(A:, ç)^ — -. 

Pour développer les propriétés principales de ces deux fonctions, nous 
allons d'abord les considérer comme représentant les deux séries suivantes : 

0jc= I — 2^cos2JîH-2y*co54JK^— 2^*cos&r + 2y'*cos8j:— etc., 
Ax = ai/^sinx — 29^*sin3x+ 2y * sinSx — elc.^ 

où l'on voit que les exposans de q sont, d'une part, les quarrés des nombres 
naturels, et d'autre part, les quarrés des nombres impairs divisés par a. 
L'inspection de ces suites suffit pour établir les propriétés suivantes : 



(27) 



0a:=©( — :r), 
©(tt — ar) = ©x, 
©(tt + j:) = © jc , 



Ax = — ^^ A(— x) , 
A(^ — x) = Ax, 
A (^ + x) = — Ax , 
AG7r+x) = A(i7r— X), 



©(ï^-l-x)=©(i9r— x), 

et nous rappellerons ici les valeurs que prennent ces fonctions , dans les 
trois cas x = o, x = ^^, x = 5^ : 



eo=/(îH), 



w{«î=v/(?)V(^V*'). 

»i=v/(T). 



Aos=o, 



*?=v/(t>v'(^V*'), 



.)■ 



_ ^ 

Ces expressions se rapportent à la quantité q ou au module k\ pour avoir 



'* 
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les expressions analogues qui se rapportent à la quantité r ou au module k 
il suffirait de mettre A:* et K' à la, place de A et K, et réciproquement. ' 
i44' S» l'on met ar+îw au lieu de x, ou aura, comme ci-dessus 
les deux nouvelles formules : 

©(xT+r) = i + 27co^2a: + iy*cos4a:H-ayScos&c4-etc. , 
A(î'^+'^) = ay^coso: •+• ay* cos3a: -f- ay'^cosSo; + etc. 

Maintenant, de ces quatre formules on en peut déduire plusieurs autres 
où il conviendra de rétablir la désignation ©(^, x) à la place de &x 
lorsque q ne sera pas la même constante, dans les diverses fonctions que 
Ton compare. 

On aura d'abord l'équation 

J©(y, a:)+i0(^, a:+i95r) = iH-a^cos4jf + !2^'«cos8a: + etc., 

dans laquelle le second membre peut être représenté par ®[q^^ aor + i^) 
ce qui donne la formule 

où Ton peut observer que le passage de la constante y à y* répond à ce- 
lui du module k au module A, , placé deux rangs après k dans l'échelle 
kyhj h^ ...y dont l'indice est 2. Cette formule peut être mise sous ces 
deux autres formes 

Ainsi, on peut exprimer toute fonction ©(7, a:) par deux autres fonc- 
tions semblables, où ç est remplacé par y*, et qui se rapportent par con- 
séquent à un module k^y supérieur de deux rangs au module A: dans 
l'échelle dont l'indice est 2. 

145. Les mêmes équations donnent 

r0(y,a:+ï^) — r©(7, ^) = 27^"^4.2^9cos6a: + 27»«cosroa:+etç. 
Mais on a 

A(7, ^+Î9r)=:3y^.co8a: + 27*cos3a: + 27*cos5a:4.elc j 
donc , 

©(7, X + tTT) — ©(9, x) = 2A{q^y aX+i^), 

équation qui peut être mise sous ces deux autres formes : 



\ » 
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AÎDSÎ la fonction A(^, a:), rapportée au modale k^ sVicpriiiiera d'une 
manière linéaire , par deux fonctions Q rapportées an module k^. Une sem- 
blable réduction peut être faite en sens inverse, pour les fonctions G, au 
moyen de la formule 

(3i) 0(7, x) = ©(/, ^-a^)- A (74, |-3x). 

146. U y a d'autres formules par lesquelles on peut déduire la fonction 
A de la fonction 0, et rédpioquement, sans changer de module ou en 
conservant la même constante 7. 

En effet, on a les équations 

»/(i-A-sin«(p) = (^)^^^i^; 

d'où l'on tire 

a*j: -♦- ife^A» (« 4- i w) s= A0*x, 

Ainsi la fonction peut se déduire de A par la formule 

(32) ear = v/QA*ar+jA*(^ +ï '»■)]; 
et récipro<]aenient, A peut se déduire de par la formule 

(33) Aa: = t/Q©*a:-^0"(a: + i7rQ 

Une table calculée pour les fonctions (^, x^y^ selon les div^r^s valeurs 
de ^ et de X, servirait donc à en former une semblable pourries fonctioiis 
A f 9, or), et réciproquement. 

Tenons maintenant aux propriétés des mêmes fonctions ^ qui résultent 
de leur développement en une infinité de facteurs trinômes. 

147. Nous avons trouvé d-dessus les formules 

©(^, x) = C(i — aycosor+y') (i— :i^cQUàa:+ç*)(i — 2^coèax^^) etc., 
A (^, x) =5= 3^* Csina:(i — 2q 'cosa«4-^)(i — a^cosar+y'X' — 3^*cos2JP-Hy' 
où l'ona 
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Chaque facteur de A (y, or), désigne par i — ay*" ços ajc -[- y^, se dé- 
compose en deux autres i — 37" cos a:+ g^y i + 2^ cosar 4- y*", de 
sorte qu'on aura 

^' ' '^ lco8ï*(i+2ycosjr+j»)(i4-2y'co8»+jr4)(t-f-a^5oos*4-y^)etc. j 

2. 
mais en mettant q* à la place de ^9 et 1 4c à la place de a: , on a 

I 1 

1 j 

Donc 

I 

La constante C est ce que devient G lorsque 9 se change en ç^y ce qui 

change en même temps k, k'y K en A;., k\y Ki, A. étant le module qui 

précède k dans 1 échelle dont l'indice est 2. On aura donc. •••.•• 

I 

- -L- /K \ •" * 

C = q' •* (—J ( ak^k/ )% ou en substituant les valeurs K, = (i + A) K^^ 
*' = r^' *'' = 7T^' C'=y-^*(fy(2AA=r*"*. Delà 



^=:r J =: .' *^s=D. D'après cette valeur de D, on aura la 

formule 

(34). A(^,x) = DA(9%iaî)A(y»,i9r-ia:)j 

on trouverait de la même manière 
(35) Ô (9, ar) = D© (7% i ar) (^^, i ';r - i «). 

Les fonctions et A^ qui se rapportent à la quantité q ou au module ky 
peuvent donc être exprimées chacune par des fonctions semblables qui se 

rapportent à la quantité ^% ou au module kt qui précède k dans l'échelle 
dont l'indice est 2. 

i48* Pour parvenir à d'autres formules, prenons à volonté les fonctions 
f(ky ^)y'V'{ky ^ ) ^^ Ics vaHablcs correspondantes x et jTy telles qu'on 
ait 

Désignons de plus par /t et f les amplitudes qui satisfont aux équations 
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î^<^ = F(*,/x) = F(A,^) + F(*,4), 
î^^ = F(A,0 = F(A,f)-F(*,4), 
nous aurons par les formules connues 

sm ft sin r =s —-^ — r^ , 

cos* p oos* + — ifc'* sîn* sin*4 

COS li COS 9 = 2:^ ~r^ :—^ -^. 

Substituant lés valeurs 



«°^ = Gy^» 00S^=:(^)' 



— ^^IV ^(*+i'^ 



9 



et les valeurs semblables des autres sinus et cosinus, on aura les deux 
équations 

t A(x + y+lw)A(x—y^^iw) _ A^{x + iw)A*(j+}w)—A*sAy 

à'' ^{x + y)^{x—y) e*4ce> — a*«a> 

Dans les premiers membres de ces deux équations, on connaît les facteurs 
trinômes des deux termes de chaque fraction ; et par l'expresdon générale 
de ces facteurs, on trouve aisément que chaque fraction est irréductible. 
11 en sera de même des deux fractions qui composent les seconds membres ; 
car, supposons, par exemple, qoe le dénominateur 0*xO^ — A*xA^ 
mt pour ùittsur jr — a ; d le numérateur A^x&y — A^yÔ'x avait le même 
fiicteur, il faudrait qu'on eût tout-i-la-fois 6*x=6*A*xet A*x = i*0*«r, 

en &isant ^ = ^- ; œs deux conditions ne s'accordent qu'en supposant 

bs^db I ; mais alors on aurait 0*xs= A*x, équation imposable dans tous 

les cas, puisqu'on a généralement — = ik* sin^, et par conséquent 

^9X 

A*x<^G*x. Si Ton supposait, en second lieu, que le fiicteur commun aux 
deux termes de la fractkm est une fonction de x et j^, désignée par f'jsiyj)^ 
alors, aoi donnant à x une valeur déterminée C, l'équation f{Xjjr)^=^o 
serait satisfidte par une valeur auan détarminée j^ss«, et l'on retomberait 
dans le cas démontré impossible 

i49* Cda posé, on ne peut satis&ire à nos deux équations que par le svs- 
lème des trab équations suivantes, dans lesquelles A est supposé constant : 
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(36) » AA(a:+7)A(a:— » = A'x0y-.A'/€)*x, 



I 

Pour déterminer A, nous supposerons , i^. dans la première équation, 
^ ::= o et ^ = o ; 2^. dans la deuxième , j* = o ; 3®. dans la troisième , 
X = o et j" = G. Ces trois suppositions donneront également pour ré- 
sultat A=0*o = — . 

i5o. Au moyen de l'équation (54) ^ on peut donner a la seconde des 
équations (56) la forme suivante, en observant que AD* as i , 

Le premier membre de cellen^i est composé des deux facteurs Ax&jr — AjQa: 
et Ax€>jr + Ajr@x. Quant au second membre , on peut essayer différentes 
manières de le décomposer en deux fadeurs qui répondent aux deux pré- 
cédens ; mais la seule combinaison admissible est la suivante : 



(37) 



A(q, x)e(q, y) — A(q, y)e(q, x) = A (^q^ , î^) A (^q^ , ^~-^y 
AÇq, œ)èQi, y)+A^q,y)e{q, o:) = A^/ , ^) A(y' , ^^~^), 



où Fou voit que les deux équations se déduisent l'une de l'autre , en chan- 
geant simplement le signe dej^. 

Si, dans la' seconde, on Êiit ^=::tr, on aura 

2A(y, a:)Q(q, x) = A (y% 1)^(9% ^). 
Or, de la valeur A (q, ^) = ^(^^, on déduit a(9% ^) = y/(^) 

Cette formule , la plus remarquable de celles que nous venons de rassem- 
bler, offre le moyen de déterminer très simplement la fonction 0(^, x), 
en supposant connues les fonctions A , puisqu'elle donne 

■ . (38) e(„ X) = (!^^)'. '^ 

« 
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Au reste , on peut démontrer cette formule d'une manière directe , qui^er- 
vira de vëriiîcation aux calculs précédens. 
En èSet, on a 

A{q , x)=C.2^ïsiar(i — 2^*co82r+gO(* — 2j^co82x+î')(l — aj'^cosajp+j") etc. , 
Ma^i x) = C.2^ïsiiLi:(i — 2y cos2x-|-^*)(i— 2j*cos2x+y<)(i— 2y^cos2x+g® ) etc. 

Et puisque tous les facteurs trinômes de A(^ , x) sont compris parmi les 

I 
facteurs trinômes de \{q^ > ^) > ^ s'ensuit qu'on aura 

_L2JL^==_ g' « (l -i- 2^008 2X + ;*)(l --- 2^^00891X4- Çr^)(l --- a^ C06 2X + ?'^) etc. 

Ainsi, pour que l'équation (38) ait lieu, il reste seulement à démontrer 

qu'on a C = >. 7"' \~j ' ^^' ^^^^ ^^ ^^ résulte des valeurs connues 
de C etc. 

i5i. D'autres combinaisons des formules déjà démontrées conduiraient 
à de nouvelles formules, dont Tapplication peut être utile. Prenons, par 
exemple, dans les art. 128 et 129, les deux formules 

puisqu'on a sin ^ = ^ , ^^\^ , la substitution des valeurs précédentes 
donnera la nouvelle équation 

AT ^là A\X®\X A{\^ + \x)®{\w+\x) 

0X*^ A4xe*(lîr+ir) + e*ixA'0 + ix)^ 

dans laquelle toutes les fonctions G et A se rapportent à une même va- 
leur de q. Maintenant, pour réduire le numérateur du second membre, 
mettons y* à la place de 9, dans les équations (34) et (35); ces équa- 
tions deviendront 

A (/,x) = D'A {q,\x) A (7,i*--iJc) 
{q*,x) = ly© (y,ix) © (y,{7r-ir), 



— — J en mettant A à la 
place de Al, ce qui donnera D'= T^ — \ s= (— v'*' ) *. 
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Multipliant ces deux équations, et observant qu'on a -©(j^— jx) 
^©(jw+yop) et A(^:r — yjf) = A(ï7r+îx), le produit sera 

Biais par Téquation (38) on a , en mettant ^ à la place de 7 et A au lieu 
de A", 

A fy,x) © (9-,x) = (^^y A (g,x) = (H)* A (y,ar); 
donc le second membre de l'équation précédente se réduit à 

Cela posé , Péquation que nous voulons réduire deviendra 

mais par les équations (Sa) et (33), on a 

A*i x&* {ifr + ^x) -^-Q* {x A* (iTT + ix)= j,[®*ix — A*ix). 

j y on aura 

(39) C"0a:s=0^iJ: — A^lar, 

équation dans laquelle les fonctions sont rapportées au même module k^ 
ou à une même valeur de q. Cette équation serait utile dans la construc- 
tion d'une table des fonctions'Gx et Ax , puisqu'elle servirait à déterminer 
la fonction &x par deux autres fonctions rapportées à une variable plus 
petite la:. 11 est possible aussi d'obtenir un semblable résultat pour les fonc- 
tions N Ax. 

i52. En efiety si dans l'équation 

on substitue la valeur de tang î ^, et qu'on ait égard au résultat précédent ^ 
on aura cette nouvelle formule, 

i6.. 
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combinant celte équalioD avec réquation (3g) et avec Fëquation (Sa) mîs« 
sous la forme 

on voit ]a possibilité de calculer les fonctions O^ et Ax par le moyen des 
fonctions &jX et Af^. Ces formules résolvent donc assez simplement le 
problème de la duplication de la variable dans les fonctions &x et Ax. 
Réciproquement, on pourra résoudre algébriquement le problème inverse, 
qui consiste à déterminer &ixet A^Xy par le moyen des fonctions* Oo: 
et Ax: En effet , soit &x = a, Ax= b^AÇ^Tr —a:) = c, on déterminera c, 
au moyen de a et b^ par l'équation (3a) , qui donne 

A'c* = ka^ — b\ 



Soit ensuite 0- = et A - =3 A, on aura les deux équations à résoudre 



ou en Élisant r = A*Z, 

A«(Z*— i) = C*a, 



A*(z.-3z+,) = C'c(i)\ 



De là résulte 



2^_*« + c(«>^ etA*=: 



Ca 



a — V/ (a' — itô') Z'—I» 



ainsi Ton connaît Z et A, et par conséquent aussi 6 = A^^Z. 

i53. Il nous reste à déterminer les fonctions &x et Ax pour de très petite^ 
valeurs de x. 

Pour cela nous développerons les valeurs de &x et de © (^ tt -f- x), en 
négligeant les quantités de l'ordre x^^ ce qui donnera 

©a: = 00 + 4 -^^ (Ç — 49* + 97* "^ '^7'* + ^^c.) , 
0(jc + i^) = ©Î7r— 4x» (9'+47*+99^+ 167'*-+- etc.) 

Les suites qui multiplient ^x^ ne sont point comprises parmi celles qui 
ont été déjà sommées j elles pourraient cependant se déduire des deux pre- 
mières formules du tableau (33), en les différentiant p«ir rapport à q ; mais 
on trouvera ci-après, § VU, les valeurs cherchées 
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y-4^ + 9f»-i6y" + elc. = g(i -I) V/(^'), 

Donc, si ^est assez pelit pour qu^on puisse négliger les quantités de Tordre 
o:^, on aura 

Pour avoir une semblable expression 4e Ax , sans être obligé de sommer 

une suite que nous n'avons pas encore considérée , je reprends l'équation 
- 1 

— y d'où résulte Ax = k* &x sin p. Mais on a l'équation 

:= F (A; , ^) , dans laquelle la supposilion d'une amplitude ^ très petite 

donne ^ =^(i +?*'<?')» de là résulte <p== -]p ( i — i **?>•) = 
--(i 3;?-^Vîet8m(p = (p(i — ^(p*)=~Li— 5;^ (i + A*) ^•J 

Substituant cette valeur et celle de ©jc'dans l'équation Ax = k^ &x sin ^^ 
on aura 

(4.) A«=(5yw'.[.+^(i^-|)]. 

Ces formules supposent qu'on peut négliger les quantités deVordre K^x^ , ou 
celles de l'ordre ^ par rapport à Funité. Ainsi, si Ton veut qu'elle^ 
donnent dans les valeurs numériques dix Ggures exactes, il faudra que ^ 
n'excède pas lo^ 53'^, ou que la fonction T(kyP) n'excède pas jf^ de la 
fonction complète K. 

1 54* Considérons encore la formule > 

©j: = C(i — 2^cos3j:+^*)(i — 2^' cos 2X + y ^X i — 29^.005 aa:-f- y**) etc., 

dans laquelle le second membre est composé d'une inanité de facteurs de 
la forme i — 2^" cos 2X -f* ^*", m étant un terme quelconque de la suite 
I, 5,5, 7, etc. 

On sait que la quantité 1 — 2<z cos 20: + ^i* peut être regardée comme 
l'un des n facteurs qui divisent la quantité i — - 2a" cos 2nx + a*'- Ces n 
&cteurs sont 
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— 2tf COS IX + /Z*, 

— . *xa COS ^20:+ — ) + ^% 
— ^a COS (ix + — J + «•, 



I — 2» COS ^20: + ^^^^^ — - ^JH- ^*. 
Si donc on fak le produit des xt fonctions 

0x0(^+^)0 (:c+^)©(^H-^).-..e(x + îi^ . 

ce produit seravégal à 

C"(i — 2^"cos2«a:+9''") (i — 2y'"cos2/ïa:+y^") (i — 29* "cosanjc+ç^**") etc. 

Or, /} étant un nombre impair à volonté, si Ton suppose que h est le mo- 
dule qui suit k dans l'échelle dont l'indice est t», la quantité qui est q pour 
le module k^ sera 9" pour le module h^ et la fonction (7*1 njc) sera ainsi 
exprimée 

0(^",7î*)=C(i — 2^"cos2n*+5r'")(i— 2^'"co82n«4"î**)(* — 3gr*"cos2iï*+y**^*)ctc., 

G étant ce que devient C lorsque k se change en ft et 9 en ^". On aura 
donc la formule générale 

e(9,a:)0(7,x+=)0(7,a:+^)...0(7,^+^V)=^e(y,i«c); 
on aurait de même 

car la démonstration relative à cette seconde formule ne difière de la pré- 
cédente qu^à raison du facteur 2 sin x qui se trouve dans A(^, oê). Or, 
en vertu de la formule connue 

2" sin *r sb r^ + -) sin («3? + — Y . . sin ^2: + ^"^' ^J = 

la loi du produit général sera toujours la même. 

i55. Maintenant nous avons la formule k" sin ^T — J s= 
l'applicatiou répétée n fois donnera 



asm/ur 



S7^ , dont 
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A (7, x) A (^, X 4- 1) A(^,a; + Ç).... A (7, a: + ^^ 'tt) 

Or, il résulte des formules précédentes que le second membre se réduit à 
(m \ > *pî ^' lu mêgie chose que A* sin ^ f — —\. 
Donc , on aura enfin * 



formule qui s'accorde avec celle du n"" lo du V^ Supplément, et d'où l'on 
déduirait aisément l'équation des amplitudes marquée (3â) dans ce même 

Suppléaient. Une semblable analyse , appliquée à la valeur de cos Â (— ^ J 

^^vTy *^ "> conduirait à l'équation des amplitudes marquée (34). 

Nous remarquerons ici que c'est par l'application des formules du théo- 
rème II que nous sommes parvenus à exprimer les fonctions trigonomé*- 
triques de l'amplitude par le moyen des deux fonctions {q^ x) , A (^, x) , 
et que réciproquement les propriétés de ces fonctions nous conduisent aux 
formules prindpales du théorème I. Nous obtenons ainsi une confirmation 
très satisfaisante des deux théorèmes généraux qui renferment toute la 
théorie de la transformation des fonctions elliptiques de la première espèce. 



1 a8 FONCTIONS ELLIPTIQUES , 

§ Vn. Nouvelle formule relative aux fonctions elliptiques 

de la seconde espèce. 

1 56. Nous avons fait voir que les fonctions @x et Ax donnent les moyens 
d'exprimer les fonctions trigonomélriques de l'amplitude qui répondent à 

une fonction donnée Fç) == — : ces mêmes fonctions vont nous fournir des 

ÎT 

formules nouvelles pour exprimer les fonctions de la seconde espèce , et 
même celles de la troisième. 

Reprenons pour cet effet l'équation A^=: (Jc'Y A* 9 doût la diffé* 
rentielle logarithmique est 

f k* sin ^ co s ^ dp ^^^ dO (x + jw) des ^ 
i — A» sin' ^ ' dx,^^ e (« + i») êïT' 

si l'on y substitue la valeur 3^ = — A^> qui résulte de l'équation F^ = — ^ 

on aura 

aK k* sîn^ cQ gp ^^^ de (jp + Î'^) d&x 

Soit ¥Ç une seconde fonction telle, qu'on ait 

ou aura , par les propriétés connues , 

E'A: -(- E^ — EÇ = if sin ^ sin Ç i= ^lii^-î^ ; ' 

et si Ton fait € = =- , E* désignant la fonction complète E'A: , on déduira de 
ces deux équations , 

— "i^ = (E(p - êF9) « (EC ~ *F0. 

Combinant ensuite ce résultat avec celui qu'a donné la diflërentîation ^ on 
trouve l'éqUation 

-(Eç — €F(p) ~5^ = -(E<-€Fr; - e(s + ir)A^ 

dans laquelle il importe de remarquer que les deux membres sont des fonc- 
lions semblables, l'une de a:, l'autre de x + î'TT. 



i 
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Nous conclurons de là que chaque membre est une quanlitë constante (*): 
et comme le premier membre s'évanouit en faisantxso, et parsuite, ^=0» 
nous aurons généralement 

{AA\ — (E^ — îF(b) — ^^^^ — 4y sîn ar — 8q^ sin ^x + i ay» sin 6x — etc. 
144; «. V r VJ exdv'~' i — 27Cosar + a^«cos4r — ajjrScos&r+etc. * 

formule qui servira à déterminer la fonction de seconde espèce £^ , au 

moyen de la fonction de première espèce F^ := -- — , 

de sorte qu'on aura cette expression de £^ en fonction de Xy 

(À'\\ Fiii— F« ^ ^1^— /y sin ar — ay^ sin ^x + iç^ gin 6x — etc. 
\H*^J r— ' •Jît'^K ' I — ay cosax-f-s^^cosip? — a^vcosôx + etc.* 

On peut aussi remarquer que , dans cette formule , l'arc x est la même chose 
que la limite désignée par fl> (n* 69, tome I) des arc» — 1 ^» ^5-> etc. 

157. Si Ton suppose x infiniment petit , ce qui donne Ef s= 9 = , 



on aura 



jj^ £1 _. ^ ^ g — 4<y^ + W^ — l6y'g + etc. 

K * I — ajF + a jr4 — a j9 + etc. ' 

et en substituant la valeur connue du dénominateur du second membre ^ on 
c^tient la somme d'une nouvelle suite fort remarquable^ savoir, 

(46) y-49«+9^«-i67««+a57'»-elc. = ^^^ /(~)î 

c'est ce qu'on trouverait également en différentîaYit par rapport à ^ la se- 
conde des formules du tableau donné ci-dessus, n* aS. 

La même formule peut encore se vérifier en substituant dans le second 
membre les valeurs des fonctions complètes E' et K , développées suivant 
les puissances de f^ dans les formules de l'art. 489 tome 1. On trouverait 
ainsi, en négligeant seulement les quantités de l'ordre q\ 

ce qui est la vraie valeur de (j. 

Enfin, la même équation peut être vérifiée jusqu'à la douzième déci* 
maie, pour le cas du module A:=:sin 4^*, au moyen des valeurs connues 

____ ' 

O f^oyiM le $ XI , oii cette conclusion est rigourensement démontrée. 

Tome III. ^ 17 
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g=:e , logK=: 0.26812 723^4 12, et K — E* = o.5o343 07962 53. 
i58. Soit F<T la fonction qui sert de complément à F^, en sorte qu'on 

ait F^ + Fo* = F' A*, ou , qu'en faisant Fa* = —^-^ on ait jc + y s= î ^r. En 
vertu de cette supposition , on aura 

E^ + Eer = E' + *• sin (p sin (T = E« + ^^^^f^* . 
mais, d'après la valeur j" = J ^ — jp , on aura 

p, ^^_^ p,, yy— X , 2r g sîn 2jf 4" 2^ sîn ^r + 3^ »ÎP 6j -f* ^tc 

^^ * 5» "^ K * I + a^ C082« 4" ^ 008 4^ + 2^9 GOS 6x + CtC. * 

donc, en ajoutant ces deux équations, et réduisant, on aura la formule sui- 
vante, qui coïncide avec celle que donne immédiatement la différentiation 
( art. 1 56) : 

{a* g sîn 23? — a(/^ sîn ^x + 3<fi siaSr ^ etc> 
R ' I '•^^qcosnx + tkg^cos/^ — 2(79cos6x + ctc. 
. 2T gain 2jc+ ^g^ sîn 4^ + 3(y9 sin6r + etc. 
K' I +29cos2r-f-2f^cos42>t~^9^<^s6x+etc.' 



Soit X infiniment petit , le premier membre se réduira à k*f ou ^.^— , 
et en divisant de part et d'autre par -^«^^y on aura 



2»* I— 2i7 + a7*— 299 + etc "*" i^-a9 + 27*+2ç9+ctc. * 



K 



La première partie du second membre s=s -3(K. — E*) j donc, on a la nou- 
velle formule 

g + 4<!^ + 9Q^ + ï6(y'« + etc. _ K .p. ^^^. 
I +29 + aiy» 4- 2^9 + etc. ar* ^ '^ ''^Jy 

OU en substituant, au lieu du dénominateur, sa valeur t /— , 

(48) 9+^9^+99'+ i6sr«^ + elc. = ^(E»— A'*) y/'^. 

On obtiendrait ce même résultat, en différentiant, par rapport à A:, la 
première formule du tableau (23). 

i5^ Soit ^|/ une amplitude qui satisfasse k l'équation F-^}/ s= 2F^, on 



aura 
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Quant à la valeur de £4 9 elle se déduit de celle de E^ de Péquation (45) , 
en mettant dans le second membre 2X à la place de â? j on aura donc 

f4«' lysinajc— !>y^sip4g-f'3< y^»î n6x-*» ete. 
K* I— açoosax+aqf^cos^J? — a^^cosôx+elc 
K' 1 — açcos4«+ai/^cos8x— aç^cos lax'+eta * 

Multipliant d'un coté par ^, de l'autre côté par — — , et intégrant , 

on aura 

log A' — log (i — A:*8in*^) = 4log 0^ — log &2x , 
ou 

04jc(i — Af sin*(p) = A'02JC. 

On déterminera la constante A' en faisant ^ =s o et «x ss: , ce qui dcnne 

A'=e.o=(îH)'. 

Cette formule apprend déjà que si l'on peut négliger sin^^ par rap- 
port à l'unité, on aura d^une manière très approchée 0^a:=A^O:2a:, ce 
qui donne un moyen très simple de déduire <èx de 02a: , ou 0aar de 
0x^ lorsque x est très petit. 

Si ensuite on substitue , au lieu de sin^, sa valeurTr} ~, on aura l'é^ 

quation A'0ax=:0^x — A^x, qui s'accorde avec la formule (59) déjà 
trouvée. 

160. La fonction Qx étant développée en facteurs trinômes , comme 
il suit, 

©x=C(i— açco5aa:+y')(i — ay'cosaar+ç^Xi — 2y*cosaa:+^'*)etc., 
on en tire , par la dîfférentiation , 

(dsx) ^^^ 4^"°^^ ' I 4?^ stn a j , ^<^8\n2x , 

Bxdx "~ I— açcosax+ç* "^ i— a^cosax+î^ i— aç*cosax -J- ç"* "•" ®^^* 5 

mais par une formule connue ^ on a 

^"° ^ ' — rs=9sin2ar + 9*sin4^+7'sin6r-f*etc.: 

I— a^cosax + ij* ' ' ' t • 7 r " > 

donc, le second membre de l'équation précédente peut se développer 



amsi : 



'7 



• • 
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ifl sîn VLX -4- 4y* sîn ^x + 4^* ^^^^ ^or -4- 4^* si*^ 8j: -f" ®*^* 

-f- 4^'^^'^ ^^ + 4^**sm4J? + 47'*^^^^ + 4^'*8iD&r + etc. 
-f- etc. , 

et si l'on &it une somme de chaque ligne Tèrticale, cette quantité de- 
viendra 

— ^^ rin aor + ^^ . sin 4^ + -^^ sinôa: + -^-^ma^ + etc. : 

donc enfin, Féquation (45) pourra s'écrire ainsi: 

(49) E^=^a:+^(7=:^.siQ 2^:4.^47,811140:+ j^sm6ar+etc.). 

Si l'on fait x infiniment petit, ce qui donne E^ =^=: — -, on aura 
la formule 

K\i— fl* I— ç* * I — 9* y' 

qui servira à calculer la fonction complète E', par le moyen des fonc- 
tions de première espèce K et K', avec lesquelles on peut déterminer tj. 
On déduit de là la somme de la suite 

(50) ^+^+^ + ^+e.c.=S(.-£> 

Dans lé cas à&' x-ss^j^ qui donne Ff) sijK, on a, par deux expres- 
sions différentes, 

t 

Mais alors on sait que Eç = yE' -hi C^**"^; ^'^^^ 

(50 ^^^2=^-4,+ 4,_e.c.=^.+;^+;|L+«c. 



L'^alité des deux suites contenues dans cette double équation se dé- 
montre en développant chaque terme du premier membre en une série 
horizontale, puis sommant les lignes verticales d'où résulteront les termes 
successif du second membre. 

161 • Si l'on différentie la formule (49) i ou en déduira 
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(5a) i-*^N>=x+ï:(^ir^+-tz:^+^fi:^+etc.). 

Le cas de f =o a déjà donné on résultat au moyen duquel cette équa- 
tion peut se réduire à la forme 

(53) «n., = ^(î^+î£î!^+?Çiij£ + .to.), 

nouVelle expresâon assez élégante , qiù peut servir i déterminer l'ampli- 
tude par la fonction. 

En supposant ^ infiniment petit ^ on tire de cette formule la somme 
d'une nouTelle série, savoir, 

(54) rz^+iii^+izi^+nr^ 

la même somme a lieu, d'après le tableau (a3), pour la série qui ré- 
sulte du développement de 

^i -f- y' + y* + 7* + y'* + etc.)'. 

Ainsi ces deux fonctions de q doivent être identiques, et Ton peut dire 
de combien de manières un nombre donné N sera la somme de 8 nombres 
triangulaires. Si le nombre M -f~ i est premier , le nombre de combinai- 
sons dont il s'agit serji (N+ i)' -+• i. 

i6x Si dans la même équation on ûdt f =s j7r, et par suite x=:^9r, 
on aura la formule remarquable 

^^^J Ti:^-^ T^^ T^^-^ 1— ^«i^^^^^'—^- 
Et comme le second membre est aussi l'expression de la puissance • t • • • • 

(y'+ y* + 4^ + 7 * + elcOS suivant 1 une des équations (aS), il s'ensuit 
qu'on a l'équation identique 

OU , en mettant ^ à la place de y (*), 

(56) ïè + T^S + S-- + Î?S» + «'*^- == (^'+ 9'+ y*"-»- ^'H- «t*^)*- 



(^ II suit immédiatement de cette formule iqae tout nombre 8^ + 4 ^^ 1* somme 
dejq[uatre carrés impairs > et de plus, qu'il est autant de fois de cette forme qu'il y a 
d'unités dans la somme des diviseurs de a/>-f"i- Do 1^ ^^ conclut aisément que tout 
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Enfiu , si dans l'équalion (5a) on suppose succesàvement x ^■~ 'tc et 
xssjyT) on aura les résultats suivans : 

-^- — -^- -1— !2L _ elc — 51 (^1 _ pA 



i_ ï£i,^J2L_etc.= ^rl--;t'). 



(5?) V~^ * ^* 

I — î* ~ r^^ "^ ï::^» — """• "~ 1^ v^ 

La première de ces équations étant soustraite de l'équadon (55) , donnera 
encore ce résultat 

(58) -i2L + J?i, + -M-H.etc. = i^(,-.^-|l\ 

L'équation (55) transportée au module h qui suit k, et pour lequel q de- 
vient q^ dans l'échelle dont l'indice est â, donnera 

M r:^ + l^. + Tê^ + etc.= ^(i-*')-; 
et si l'on soustrait de celle-ci la seconde des équations (57) , on aura 

(60) ^+^+^+etc.=g[(i±i:)-_0 

Voilà de nouveaux exemples ajoutés à beaucoup d'autres , qui prouvent 
qu'on peut sommer, à l'aide des fonctions elliptiques, un grand nombre 
de suites qui seraient très difficiles à sommer par d'autres moyens. On au- 
rait encore par la différentiation de i — A:*siu*f y cette formule 

(6.) *;^%io^co8^A^=:^ + ^^ + 9^ + etc.^ 

d'où résulte, en faisant xss^'tt, la somme d'une nouvelle série, savoir: 

i63. On a pu remarquer dans le Traité précédent que les formules pour 
calculer par approximation la fonction de seconde espèce £^, sont en gé- 



nombre inpaîr 2n + 1 est 1» somme de quatre carr^y et qu'il en est de même Hun 
nombre quelconque. On aurait aussi y d'après la même formule 1 Pidentité 

d'où il «ait que tout nombre N est la somme de quatre triangubires , et qv^ il Test 
«iitant de fois qu'il y a d'bmiés dans h fomme des diviseurs du nombre 2N «^ i • 
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nëral aasez compliquées, surtout si le module est très peu différent de 
l'unité. Celles que nous avons données ci- dessus, sous les n*^* 4^ et 49 9 se- 
ront préférables dans beaucoup de cas, à cause de la loi très simple qui 
règne dans les différens termes de ces formules. 

Elles supposent qu'on connaît les fonctions complètes R et E', ou F'A; et 
E'ife, et de plus la quantité q^ pour laquelle il faudrait dresser une table 
particulière, comme on en a une des fonctions complètes, afin qn'éiaiit 
donné le module ou seulement l'angle du module , on puisse trouver dans 
cette table la valeur correspondante de ^, ou seulement son logarithme. 

Avec ces préliminaires, si l'on prend pour x la valeur a: = -. ■ J , 
déduite de la fonction donnée F (A:, ^), ou, ce qui revient au même, si l'ofi 
£iit X égal à la limite de la suite ^9 ^9 ^9 etc., calculée selon la mé- 
thode ordinaire d'approximation appliquée à la fonction F (A; , f)i la va- 
leur de £^ pourra se calculer , avec tel degré d'approximation qu'on voudra j 
par l'une ou l'autre des formules citées, savoir : 

l-, ..^ * |7i 1^ ^^ Ç sîn 2* — a^* sîn 4* + 3^s sin 6x — etc. 
ff^^\J »*" K^i — 2y cos 2x + nq^ cos 4* — 2^' cos 6x + etc. * 

E(p = ^ E" + Ç (j^, sin 2x + j^i ^^° 4^ + tË^ ^^^ 6a:+etc.). 

Lorsque ^=i:sin 45% on a y < 5^; lorsque A:== sin 8o*, on a ^ < 47'8^. 
Ainsi, dans ce dernier cas, la première formule peut encore donner dix 
décimales exactes, sans aller au-delà des termes affectés de ^^, ce qui sup* 
pose qu'on rejette seulement les termes affectés de q^^, 

i64. Nous remarquerons ici que si l'on a une équation quelconque entre 
les élémens A: et fi, qui servent à composer les fonctions F (A;, f), et les 
élémens q et x qui servent à composer les fonctions @(q^x)y A (^, or) , 
on peut , dans cette équation , changer A: et ^ en A:^ et ^^, pourvu qu'on 
change en même temps q en q* et x en 2X. On obtiendra ainsi d'une 
manière très simple une transformée qui se rapporte aux élément k^ et (p* 
de la fonction F (A:*, ^^), comme l'équation donnée se rapporte aux élé- 
mens A; et 4^ de la fonction F (A:, f ). On obtiendrait de même une seconde 
transformée si l'on changeait k? et ^* en A;^ et (p"^, et si en même temps 
on mettait q* à la place de ^ , et 2Jk; à la place de x. Cette troisième équa* 
tion pourrait aussi se déduire immédiatement de la première en mettant 
tout d'un coup kf^^y 9% ^% 4^9 ^ 1^ place de ky (p^ q^ x j respectivement. 

Et l'on voit que la série de ces équations peut être prolongée à l'infini , 
sans qu'il y ait aucun calcul à faire pour leur formation successive. 
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Comme le but de ces transformations est de déterminer la valeur appro- 
chée de la fonction E(ky ^), ou de toute autre fonction contenue dans 
l'équation primitive ^ il faut supposer que la nature de la question fournira 
dans chaque cas les relations nécessaires pour que la -fonction proposée 
puisse se déduire facilement de l'une quelconque de ses transformées suc- 
cessives ; c'est ce que nous allons faire voir dans le cas de la fonction £9. 

i65. Appelons G (A, ç) la fonction complexe E (A, ç) — «F (jfc, f), où 

l'on a € = frri lorsque A: et ^ se changeront en kf^ et^®, cette fonction de- 
viendra G (Â:*, r) = E (A:*, r) — €• F (^, r)y ^ étant rois pour |1^. 

Nous suivons ici les dénominations usitées dans l'ancienne échelle pour dé- 
signer les modules décroissans ky A;*, A:*% A:°% etc., et les amplitudes crois- 
santes ç , (p"", ^''''y ^""^y etc. On a vu que x est égal à la limite de la suite 

?! ?!! £_ etc.; de même af serait la limite de la suite —, ^, etc., 

ce qui prouve qu'on a x* = 2X. 

Soit maintenant ©'(y, a:)= ^^' % ou 

& (jjy or) = 47 ^^ ^^ — 8^ sin 4« + 1 29* sin 6x — etc. ^ 
l'équation (44) ^^^^ ^^^^^ représentée 

et d'après l'observation contenue dans l'article précédent , on en déduira 
cette série de transformées 

i66. Pour avoir la relation entre ^(k, f) et G (Af, <pP), il &at recourir 
aux formules connues 

(i + A")E(*,^)=E(A«,r) — i(i— *-)F(*«,<p») + Ar8in^% 
(i + *•) E'A s= aE'A» — (i — *••) F'A;*, 
F(A,4>) = iCi+*»)F(A;»,.p»), 
F'A = (i+**)F'*'; 

d'où l'on tire ces deux équations 

(i + A") G (*> ^) = G (*•, *•) H- ** "" ^^ 



^CS 



DEUXIÈME SUPPLÉMENT. 187 

Pour simplifier la première^ soit s = i —k^p^ et par consëquenl €»= i 
— h^ffj on aura 

1=2;? — A:7?% 
d'où résulte 



1.0 AoLoo iJ^y^y*^ 



et par conséquent 



V 



^{i+j + -r + 



16 



+ etc.j. 



Cette valeur de c s'accorde avec celle qu'on a trouvée pour la quantité L , 
art. 90, tome I; et en effet, ces deuic quantités représentent également le 

167. Maintenant^ comme on a K=(i+^^)K% l'équation entre G(A;,^; 
et G {k*^ ^) pourra être écrite ainsi ; 

KG (*,*)=: K*G {k, r) + K*** sin ^\ 

et il «n résulte immédiatement 

KG (*, ç) = K*'*» sin ^^ 4- K^^^A*^ sin (p*»* + K*^A^* sin ^^' + etc. 

De sorte que la fonction G (A;, ^) est exprimée par une suite infinie très 
convergente^ et qui se réduira toujours à un très petit nombre de termes, à 
moins que le module k ne soit extrêmement peu différent de l'unité. Il «st 
facile au veste de s'assurer que cette formule pour déterminer la fonction 
E (jt ^ ^) , ne diffère pas de celle que nous avons donnée art. 90, tome I. 

Ce n'est que dans les cas particuliers qu'on pourra décider laquelle des 
deux valeurs de G(^, ^), données par Téquation (44) et par l'équation 
précédente , mérite la préférence pour en tirer plus facilement un certain 
degré d'approximation. L'usage de l'une et de l'autre deviendra de moins 
en moins avantageux , à mesure que le module k se rapprochera davantage 
de l'unité; alors on pourra recourir aux fi^rmules que nous avons donnée^ 
dans le chapitre IX, tome II. 



TOKE III. 
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§ Vni. Nouvelle expression de la fonction de troisième espèce , 

à paramètre logarithmique (^). 

168. Soit maintenant s=Ff et = Fa;. q^t, de plus, 

^ (ar — a) = F« — F« = F<p', 
— (ar -f-a) = F^+F« = F^* j 
on aur^ d'abord, en oon^idérant a comme constant , 

TKdx dç dp' dp* 

ensuite, Tapplication de la formule ■^«= (E^— cF^), où «=^ » 

donnera les deux équations 

^=î} = ^ (E^ - *«, 
d^où Fon tire 

àS^^ _ deix + a) dp /E^/_E^._ j^^^pyin 

* 1 

j 

Mais. les prq^riétés des fimctions donnent les équations 

F^'4-F«— Fç = 0, E^'-f-E« — E(p s= A;* dn a sio ^ sin (p', 
F(p+Fct— F^*s=Q, E(p+E«— E^''ssJfc»fflnAsin^MQ^'', 

t 

d'o& résultent les différences 

F^*^— F^' = !iF«, E^*'— E<p'c=!iEa — A:*sina«in^(sin^' + 8in<p'0; 
d'ailleurs on a , entre les amplitudes , ces équations : 



(*) Non» appelons» pour abr^ery Jonction à paramètre logarithmique la fonctioii 
de troisiëme espèce dont le paramètre est — A^sin**, h étant lemodule. On sait que 
ces fonctions diffèrent essentiellement de celles de la même espèce dont le paramètre 
est on peut être ramené à la forme -— i +i&'*sin*«y K étant le complément de h* 
Ces dernières devront être appelées fonctions à paramètre circulaire. 



DEUXlèME SUPPLÉMENT. ' 189 

Sin ^' = — ^ rr-r-r — r-r — ^^-^> 

sus ^" SSS îv-=-- r-r— ^ , 

^f ■ ^n 281110 00S4lA« 

^ ' ^ I— **8m*«tm'^' 

donc, en faisant les 8ub$tit niions, on aura réqualion diûërenlielle 

dont l'int^ale est 
(64) cotctA«[n(ci, ^)-F^] + («F*-.E«)F^=ilog|g^, 

en désignant par n(a, (p) la fonction de troisième espèce / Tf ^j^ipi^nt^)^ > 

dont le paramètre est -—A:* sin* a. On n'a point ajouté de constante, parce 
que les deux membres s'évanouissent lorsque ^=so. Us s'évanouissent 
aussi lorsque «sso; car en supposant a infiniment petit, la quantité 

n(*, ^) — F^ se réduit à ^sin'a | ^"° ^ y son produit, par cotaAa, 

ou simplement par cot a , est donc f^ sin ùl cos a f^^ — ^ j quantité qui 

s'évanouit lorsque cesso. 

169. Nous obtenons ainsi un résultat très remarquable, qui nous per- 
met de déterminer la fonction de troisième espèce tl^A , (p) , dans le cas 
du paramètre logarithmique, par la fonction de première espèce F^ , et 
par la fonction * &(q , x) , qtii ne dépend que de deux quantités q et x. 

Comme la fonction &x est une fonction paire de jr, on a dx£=:0( — x), 
et par conséquent &(a — ^) ss @(x — * a). On peut donc changer a en a: 
et jer en a dans notre équation générale , et le second membre restera 
le même. De Ik résulte l'équation 

VOd; \ 3= cot^A^[n((p, a) — F«] — E^F«, 

qui s'accorde avec celle du n* 1 1 5 , lom* l*% et au moyen de laquelle 
on peut réduire l'une à l'autre les deux fonctions !!(«, 9), n(^, a). 

Cette équation y appliquée au cas de ^=«, ne détermine pas la fonc- 
tion n(a, a); mais en £aiisant ^==« dans Féquation (64) ^ on trouve, 
pour ce cas particulier, la formule 

18.. 
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Îcot aAa[II(«i, a) — F«] + F* (iFa— E«) 
= ii«8^=iio8C-^)-ii<.8eM- 

Si, dans Fëqualion (64), on &it ^=^9r et xs^^TTy afin de déterminer la 
fonctioji complète Il'ât, ou n'(A:^ et), on aura 

cot «A«e(n'« — F*) + E'F« — F'Ea ss ^ log -^ {. 

Mais on a en général T- — a j =s f- + ajj donc, le second membre 
de cette équation se réduit à zéro, et l'on a simplement 

(67) n-a = F* + îî^ (F'Ea — E-Fa) , 

ce qui est la formule du n"* 116, tom. I*'. 

1 70. Supposons en général F^ = — K,oua:=— .-,— étant une frac- 
tion rationnelle à volonté; on aura 11(^(9^) = ^ !!'«+ W, W étant une 

fonction qui doit pouvoir s'exprimer en logarithmes. Substituant ces valeurs 
dans l'équation (64) 9 on aura 

cotaA«(Jn'a+w) + (€Fa— Ea — cot«tA«) JK 



e 

= ilog- 
e 



(B+'ï 



mais on a n' « = F" + ^^^ (F'E* —E'Fa); donc 

/mir\ __ 
W =; *i?^ log -^^^— ^, 

formule qui pourra servir dans beaucoup de cas à déterminer la fonction Sx. 
Soit> par exemple, — = g^j dans ce cas, on, a 

et la formule de l'art 117, tome I , donne 
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yy _. tang m ^ | A# — (i —k') sin a co8# ^ 



donc 00 a généralement 

f 

fr^\ \4 / / A^i -7- (i — y) gîn • cos^ Y 

Cette formule fera connaître la fonction ® Q + ^} P^r le moyen de la fonc- 
tion (7^-" A/ Si Ton veut donc construire une table des fonctions &x pour 

une valeur donnée de k ou de ^ , il suffira de calculer cette table depuis 
xzszo jusqu'à j:=:4S^9 !^t on la continuera facilement depuis jrrz: 45* jus- 
qu'à a:s= 90^, qui est la limite de la table j car, au-delà de ce terme, on a 

On pourrait trouver semblablement une expression de qui 

permettrait de calculer © (g+ ^J P^r 1^ moyen de ® (g— ^)> de sorte que 

la table de cette fonction étant formée jusqu'à of = 22^-, on pourrait la 
continuer jusqu'à ;v=: 45^? et ensuite, par la première formule, jusqu'à 
x = 9o*. 

171. Cette table serait très utile dans la théorie des fonctions elliptiques^ 
puisque, avec son secours, on pourrait calculer la valeur -de toute fonction 
de troisième espèce n(i}, A:,^), dont le paramètre n = -^ A:* sin* ce. En 
effet, connaissant les trois élémens Ar, ^, ^, on pourra d'abord chercher, 

par la table des fonctions F, les valeurs a = -= F ( A:, a) , a: = -~ F (A:, ^) ; | 

on cherchera ensuite, d'après le module' A; , la valeur de la quantité ^, ce i 

qui se fera par une table particulière dressée pour cet objet. Enfin , la table , 

des fonctions ®{qj x) fera connaître les fonctions @(x — a) et 0(^ + a) 

qui répondent à la valeur de q. Ainsi , en ajoutant seulement aux tables 

qu'on possède, la table des fonctions© et une table auxiliaire pour calculer 

q au moyen du module, on sera en état d'évaiuer toute fonction donnée 

de troisième espèce , à paramètre logarithmique; de sorte que cette fonction, 

qui dépend en général de trois quantités , pourra être calculée par des tables 

qui n'en contiennent que deux. M. Jacobi est le premier qui ait remarqué cette 
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belle propriété que l'usage des fonctious 0, dont il est l'inventeur, lui a fait 
découvrir dans les fonctions elliptiques de troisième espèce i paramètre loga- 
rithmique. Il a annoncé en même temps que la même propriété pourrait aussi 
s'appliquer aux fonctions à paramètre circulaire, ce qui serait un très grand 
perfectionnement de la théorie des fonctions elliptiques, puisque la déter- 
mination numérique de ces fonctions ne dépendrait, dans tous les cas, que 
d'un petit nombre de tables à double entrée , dont les principales sont déjà 
calculées. Mais, jusqu'à présent, lès tentatives que j'ai faites pour étendre 
aux fonctions à paramètre circulake, la propriété qui est démontrée pouf 
les fonctions à paramètre logarithmique , sont restées sans succès. Ainsi 
nous devons suspendre notre jugement sur ce point, jusqu'à ce que M. Jacobi 
fasse connaître lea formules par lesquelles il pourrait justifier son assertion. 

Dans le cas où il serait bien constaté que les fonctions à paramètre cir<^ 
culaire ncvsont pas susceptibles de la réduction qui a lieu pour les fimctions 
à paramètre logarithmique , il faudrait admettre que les *fonctions à para- 
mètre circulaire constituent une quatrième espèce de fonctions elliptiques 
plus composée que les trois autres , et qui ne peut se simplifier que pour 
des valeurs du paramètre , caractérisées par un symptôme général ; mais 
alors elles se réduisent toujours à la première espèce, et ne peuvent plus, 
être rangées dans la quatrième. 
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« 

$ IX. jippUoation de la mêmefofwule aux fonctions 

à paramètre cirailaire. 

1 7a. Reprenons Tëqualion (65) en joignant aux fonctiont l'indication da 
paramètre, du module et de l'amplitude, nous aurons la formule 

cot«A (A, «) [n(— . A»8in»«, k, ^) — F (*, ^)] — E (*, «)F(A, f) 
= col çù (*, f ) [n (— A* sin» f , *, «) — F (*, «)] — E (A , ^) F (A, «). 

Supposons ensuite sin « =: i tang C, > désignant v^— i ; on aura succes- 
nvement cos«=j^, A (k, a) = \/(t -j- k* tang* €) = ^^*''J^ , 



•^'^^r^' SWïÔ = MFr^' F(^,«) = iF(A',C), E(A, «) 

'^'/s^ ^' (*' *) = '/r(^ (H-*-tong'0 = i[F(A',€)-E(A',0 
H- tang Cû (A', €)], n (^ *• MU* «, A, ^) =» n (A* tang' €, k, <p), 
et enfin 

Substituant ces valeurs dans Féquation que nous vonlioss transformer, 
nous aurons le résultat suivant : 

^êc t" (** '*'^g' ^» ** *) - *«*' ^^ (*' ♦)] 

(69) j_*:rin^^^^n(-H.À'sin'(p,A'.C)^F(*',€)] 

=»E(A,f)F(A',€)4-E(A<,€)F(*,^)-.F(ifc,*)F(ir,C). 

Cette formule permet de réduire la fonction dont le paramètre est A* tang* € , 
le module k et Pamplituide ^, 'à une autre fonction de mâme espèce, dont 
les élémens semblables sont — - 1 7^- A* sin* (Py k\ €; et quoique les para- 
mètres soient différemment exprimés, ils appartiennent néanaioins à la 
même forme dUe circulaire» 

L'équation k laquelle nous venons de parvenir par une analyse assez dé- 
licate , fondée sur des substitutions imaginaires ^ s'accorde entièrement avec 
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réquation {V) de l'art. 1 1 1 , tome I ; ainsi on voit que la méthode que nous 

suivons maintenant n'est pas moins sure que les méthodes plus élémentaires 

par lesquelles nous avons obtenu les résultats contenus dans les chap. XY 

et XXIII du tome I. Mais on peut de plus tirer de ces nouvelles méthodes 

des résultats nouveaux. 

■ 
173. Pour cela, nous extrairons d'abord du chap. XY deux formules qui 

pourront être combinées avec la formule (69) ; ces deux formules , relatives 

aux fonctions k paramètre circulaire , sont 

n (A' tang» a, *, ^).+ Il (cot* a, A, ^) 

tang M = ^ ^.^ ; .1 —^% 

^ ii (ity f ) 8U1 ce cos et 

n (cot» «, *, ^) - ^^^^î^^^ n (- I + *" sia' «, A, ^) 
tonc y — - "° ^ ^* ^ M^[ijO 

° A (*, f ) * tang m ' 

11 en résulte une troisième formule par laquelle on pourra réduire l'une à 
l'autre deux fonctions dont les paramètres , toujours de forme circulaire , 
sont A:* tang* a et -^ i + ^* sin^ a. Yoici cette troisième formule 

1 74- Si l'on combine cette dernière formule , avec la formule (69) , dans 
laquelle on mettra préalablement a à la place de ^ , on aura pour ré- 
sultat la nouvelle formule 

^^^|^î^[n(-i+fc'«rin«-,*,f)-F(*,f)] 

«F(ft, f)F(fc', «)_£(*, f)F(A', •)-£(*', -)F(&, fH-arcUng [j^ '^f]' 
Celle-ci établit une propriété générale, en vertu de laquelle on peut iré- 



•t. 
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duire l'une à l'autre les deux fonctions n('— i 4"^*sia*«, k, ^), 
n(—- i4"A*sm*^, A:', a); de sorte qu'on peut échanger entre eux les 
angles a et (fj pourvu que les modules complémentaires k et V soient 
aussi échangés entre eux. C'est la même propriété qu'offre l'équation (f) 
du chap. XXlIIy tom. !•'; car la fonction n(-*- i -t-^sin*(p, i', «) pour- 
rait être exprimée par n(col*^, kf^ a)^ en même temps que la fonction 
n(^-iH-A^*sin*«t) A, (p) le serait par n(cot*A, ^9^)9 et alors l'équa- 
tion (73) coïnciderait avec l'équation (i'). 

175. Introduisons maintenant dans les deux membres de l'équation (64) 
la même substitution imaginaire que nous avons appliquée à l'équation (65). 
Par les résultats déjà trouvés, le premier membre, multiplié par /, de- 
viendra 

isferc["C*'fng*C, *, ^)-cos-ff F(A:, f)] 
H-[F(*', C)- ?;Jf(A', C)-E(A;', C)]F(A:, ^). 

Quant au second membre, qu'il fiiut aussi multiplier par 1, il aura pour 
développement 

i I 1 1—- !kjroosa»cos2a4-^cos4«oos4A-*etc.) 
a ^ (^ -^ a^ f in as sla 2a -)- a^ sin 4^ sin 4^ *— etc. / 
j « / *"~ a^ cos a« cos aa + ag^ cos 4^ ces 4<s — etc. | 
a ^\ '^-'^q êin ajr sia aa — i^p^sin 4* sin 4^ + etc. /' 

en faisant ^ = ¥(kf, €), l'équation F (A, «) = iF(k', 6) donne 
nss -—b'^ftLTOonséquentf 2C0S2ai=ie ^ ^e^ zszq «■•^^•r^ asinaa 

^"^ '— ^' / On aura des valeurs semblables pour acos4A, 2 sin 4a, etc. ; 
ensuite, faisant 

(—2* a*\ / _4* i*\ / _Ç5 ç*\ 

Q= q sin a» \y *— ^*/ — ç*«n4«\f *— jf*/+s«8În6jr\jr «^ — y*/— etc., 



oa aura 



ilogO(«~«)=ilog(P-iQ), 
ilog©(x+a)=5log(P + iQ); 

donc 

ToxE m. 19 
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Soit enfin A un arc de cercle tel qa'on ait 

-. _Q g sjp aAy ^ ^---y^ j— y <8îii iprVg * --y* /+^>in fecVy »--^*^j— etc. 
Iangl2_p3= — -^ ^- -—g — g^--» / _Ç* 52^ ~ 

La quantité logarithmique qui précède se réduira i l'arc A } ainaî ça aura 
" cette nouvelle formule 

176. On voit maintenant qu'au moyen de la substitution imaginaire 
sin a s= 1 tang ^^la fonction à paramètre logarithmique !!(— -j^sin'ct, k, 9) 
s'est changée en une fonction à paramètre circulaire n (A* tang* f , ^>^)\ 
mais cette transformation ne nous, procure pas l'avantagé d'exprimer la 
fonction à paramètre circulaire par une nouvelle fonction qui ne dépende 
que de deux quantités. En effet, la fonction A, qui est devenue notre 
nouvelle auxiliaire, dépend essentiellement de trois quantités Çf Xy b, et 
l'on ne voit aucun moyen de la décomposer en deux parties qui pourraient 
s'exprimer chacune par deux quantités seulement. Ainsi la propriété remar- 
quée dans les fonctions à paramètre logarithmique ne parait pas s'étendre 
anx fonctions à paramètre circulaire. 

177. Dans la formule (73), nous avons adopté pour type des paramètres 
circulaires la forme — i + ^* sin*«, relative au module k. Pour noua con- 
former à la même supposition, nous combinerons l'équation (72) avec 
l'éqiEialion (74) > après avoir mis dans cdle^ a à la place de C. Nous ob- 
tiendrons ainsi , pour les fonctions à paramètre circulaire, la formule type: 

( _ — îîfN / _4w 4f\ / J^^ ^[ 



I 
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Changeons dans cette formule les trois quantités a, jt^ $, en trois autres 
(p ^ k'j Uy respectivement , ce qui changem ea même temps ç et a en r 
et X ; nous aurons la formule semblable 

Lj [0-FF)F(*.<P)-E(A,f)]F(*',a) 

I— fWiJM\r '4-r'y+f4cos4«\r •— r'/— i«co«6a\r *+r'^/ + ctc. 

178. Maintenant, si Ton combine ces deux équations avec l'équation (73), 
et qu'on applique l'équation des fonctions complémenUires -^+-7^ — ^ 

= ?K^ > ^^ ^^^^ ^ fimnule soivante) qui cuntiait une propriété fort re- 
marquable des fonctions Ci et Cl' y 



(77) fl+n'=.rcUng(^>.^J£^)-.i*. 



KT 



On verra ci-après que le ciç» dt> ^ = I'tT ss x donne A=so et Cl':=: }flr — a, 
demémequt le cas de ass^^ssa donne OSszo etll=i^^— *x. 

Moyennant cette formule, on peut rendre plus simples les éqiuitions (75) 
et (76), en les écrivant de la manière suivante : 

(78) \ ^ rW -1 

( = a + (Jrj F(A:, ^) - £(*, ^)] F(A', «). 



179. Pour avoir la fonction complèle, soit ^=s^^ et par suHe x^a^\7r^ 
il faut Sabord trouver la valeur de Ci! -y or^ dans ce cas, la fraction 
égale à tang Ci\ a pour numérateur 

rsin aa(r^*— /*) — r*sin 4«(r-* — /*)-<-/* sin6a (/^* — '^) — etc. , 
quantité qui se réduit a 



I 



9 
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sin 7a — r*(sin2fl+sin4tf)+i'*(8În4tf + sin6a) — r'*(sm6a-f'ân&i)+elc. 
ss acosa(sina — r*sin3a+r*8În5fl.— r'»ôin7a+ etc.) ; 

le dénomiuateur de la même fonction se réduit de même k 

asin a(s,m a — r*sin 3a + r^sin 5a — r^'sin 7a -4- etc.). 

Donc, on a tang£l' = ?^, û'ssj^ — n, et l'équation (78) donne 



= !*-«+ [|^ F(A', «) -ECA', «)]F'A:î 

mettant au liea de a sa valeur ^ F(A:', a) ss ^^^^(K'E'/H-KE'A'— K&'X 
on aura la formule 

(80) ( *-^^i;?7f--[n'(-iH-*'-sia-«,*)--F.*] 

(= i 9r — F'AE(*', «) + E'*F(*', «) + P*F(*', «) , 

qui s'accorde avec la foràaule (ni) du chap. XXIII, tom. 1*'. 
Eu second lieu, si l'on fait ^ et x infiniment petits, on aura 

tangû=--logr.5^j:-^. 

Mais logr=-f et ar=iF(A, ,p)=i^^; donc, n'=JLt).^. 
et de l'équation (78) on déduira 

£(*-..) -fin*-,.) =5,.^^, 

équation qui n'est autre que l'équation (44) 9 dans laquelle on changerait 
les quatre quantités k^ ^, q^ x^ en quatre autres Ik!^ tty r, a, respecti- 
vement. 

180» Soit maintenant a infiniment petit , ainsi que ct = , on aura 

Tao U=i7ss2us r » — rV — aHV'—r'y+sAr ' — r*/ — etc. 



,_A,'r "' + r"^/+i^V '+/•*/ — Ar »*+r»y + etc. 

Soit T ou T(r, x) une fonction de r et j: , ainsi exprimée : 
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on aura 

^, wa JT dK^ ^r^ flrii dT 

et le second membre de l'équation (78) deviendra 

Quant au premier membre , il se réduit d'abord à 

et ultérieurement à 

donc, la supposition de a infiniment petit donne l'équation 

Multipliant tous les termes par ^ — ^ ou son ^ale ..^ > , on aura l'é- 
quation difierentielle 

dont l'intégrale est 

log T - logcos ^ =/g E^ - (i - 1;^ ?:%-2-> 4- const. 

Si l'on suppose l'intégrale f-A^Çy prise à compter de ^=so^ on trou- 

vera la constante =log(i — ar-|-ar*— 2r»+etc.) s.^Iog .Onadonc 

généralement , entre la fonction T et la nouvelle transcendante , . • • 
y^^ ' . E(A;^^), que nous représenterons par T(A, (p), cette équation 

(8,) l<,gT-logcos^=T(A,^)-(i-|;j)î:^^-HilogîÇ.*. 

x8i. Une équation de même nature va nous être donnée par la for- 
mule, (77), dans laquelle nous supposerons a et a infiniment petits. Nous 

avons déjà trouvé que cette supposition donne ft' := — -^ • »- ; elle 
donne *en même temps 



1 
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_^ 4" I ysinax — ay*siii4jH-3g9«ii6jf— etc. ^^^ <te(y, j Q 

«• P ' * i'>-3ycogaj«Hty^nw4 r ag»co^6jC'4'et«t.~~alL ' e(g, x)«&' 

Eufiu , on a dans le même cas 

D'après ces valeurs, l'équation (77) donnera on nouveau résultat , savoir, 

2R * e{q,x)dx 2K ' Tdx "*" 2K * K' cotf • 

Multipliant tous les termes par — dx, ou par ^^j^^ , on aura l'équation 
différentielle 

?|f -f+ iHr>'(*. ♦)"»(*. rt»^'. 

dont l'intégrale est 

(82) lpgT(r,ar)~kgoo^f=k)ge(^jr)-h-jè^P*(*,<l>)+C'. 

Si l'on fait ^ = oeta:=:o»on aura la constante 

^ =*"8 ,_-|^+ ay4— 2^9+ etc. ~ * "kA'' 

183. Si dans l'équation (8a) on change les quantités ^ et ^ en A' et a, et 
par suite les quantités g; r^ x en r^ f 1 ^9 respectivement , la fonction 
T (r, x) deviendra T (7, «) j de sorte qu'on aura 

T(^, a)=i— ^y ' + 7'y+^<7^ '+7'>/— Ay"^ »+^ V +etc. : 
et cette nouvelle fonction sera déterminée par Téquation 

(83) logT(y,ii)-logcos-=:loge(r,a)+^j£p.F«(*', *) + ilcg|^. 



Si l'on substitue dana ces deux nouvelles formules les valeurs. 



oos<^={j) %^^; \ cos« = (jp) - e(r,a) > ^"«"'•^ 

IogT(^, «)-log A(r, a -H i»)= ^F«(A:',«)+-i log^; 
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cl en substituant encore les valeurs F (A , ^) =: , F(A', a) = , on 

pourra donner à ces équations la forme suivante : 

■WW9 - «■ 



(84) T(r,jr) = (J)V '*A(^,x + i7r), 



(85) T(7, fl) = g,)V "-ACr.a + iîr). 



D'où Ton voit que les fonctions T(r, a;), T(^| a) s'expriment assez simple-' 
ment par les fonctions L{fi^ ^ + 7^)9 A(r, a-f- ï^); et comme l'une des 
quantités ^ et r est plus petite que xiy l'autre étant plus grande, et pou- 
vant mmie être aussi peu diffîrente de l'unité qu'on voudra ^ l'que des 
deux suites désignées par T(r,\r) et T(y, ci) sera toujours beaucoup moins 
convergente que l'autre* Or, k suite la moins convergente s'ezpzimera^ 
dans ce cas, par celle des deux Jonctions A, qui désigne une suite fort 
convergente; de sorte que les Cormules précédentes serviront à Ëiciliter 
beaucoup le calcul numérique dea fonctions T, comme elles serviraient à 
fiiciltter celui des fonctions A. Toot se réduit à substituer ^ dans le cas 
de non-convergence, une fonction A à une fonction T, ou, réciproque- 
ment 9 une foncdon T i une fonction A. 

i83. Revenons maintenant à l'équation (81);, un la comparant à l'équa- 
tion (83) , on en tire cette nouvelle formule , 

(86) lo60(^,x)=T(A,^)-^P(A,<p) + ilog^', 
T(A:^ ^) désignant l'intégrale \ ^f^ ^\ ^ ( * > ? ) > prise à compter de 

On peut TemaRt|uer que l'équation (44) 9 multipliée par dx^ et int^rée , 
aorait dooné immédiatement la formule (86) ; mais il n'était pas inutile de 
démontrer celle-ci par un autre procédé. Cette- formule permettra de dé- 
terminer la fonction & ( ^ ^ ^ ) P^^* Huté^ale T( A; , ^ ) , qui présente 
plus de facilité pour être réduite en tables, comme nous l'expliquercws 
câ -après. 

184* On sait que pour tonte valeur de ^ qui satisfiul^ a l'équation 
F (A;, ^)=;mF'A, m étant vn nombre rationnel, on a 

n(— i4.Jfc'*sin*a,*,^) = mn-(— i + A:'*sin*a, A;)-f-W, 

W étant une quantité déternrinable par des arcs de cercle. De \k il suit 
que dans tous. ces cas la quantité Q! cessera d'être transcendante, et 
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pourra se déterminer aigébriquement par des arcs de cercle au inoyeh 
de réqualion 

On pourra doncy en donnant à m des valeurs rationnelles assez simples , 
trouver différentes formules plus ou moins dignes d'attention pour exprî^ 
mer les valeurs correspondantes de CV*^ mais nous ne nous arrêterons pas 
à 6n donner des exemples. 

La théorie contenue dans ce paragraphe nous a fait retrouver, par des 
moyens nouveaux, toutes les propriétés auxquelles nous étions parvenus 
dans le chap. XXUI du tome P', pour les fonctions à paramètre circu- 
laire. Ainsi, nous avons trouvé, i®« que la fonction 'type de cette es- 
pèce , représentée par H ( — i -t* ^* û^* ^9 ^ 9 9 ) » Pf^ut être ezpnmée 
par une autre fonction semblable n(— - 1 -f* ^ ^^^ ^9 ^) *) > ^^ ^^® 
qu'on peut échanger entre eux l'angle du paramètre cl et l'ampli-* 
tude 9 , pourvu que le module k soit remplacé par son complément kf^ 
3^. Que la fonction complète à paramètre circulaire peut toujours s'expri- 
mer par des fonctions de la première et de la seconde espèce,, et qu'il 
en est de même d'une fonction non complète^ mais dont l'amplitude ç 
satisfait à l'équation F ( A* ^ 9 ) s= mF*k , m étant un nombre rationnel 
quelconque. 

De plus , les formules auxquelles nous sommes parvenus dans ces nou- 
velles recherches nous ont fait découvrir deux nouvelles transcendantes H , 
CVj représentant des arcs de cercle , qui se déd)ii5ent aisément l'une de 
Tautre, et dont l'usage est de faciliter autant qu'il est possible la détermina- 
tion numérique de toute fonction proposée n(— i -f-^* sin' et, A, ^), jus- 
qu'à tel degré d'approximation qu'on voudra. On choisira, pour cet effet, 
entre les deux formules (j5) et (78) celle qui contient la plus conver- 
gente des deux fonctions fl et Cl'. 

Les formules dont nous parlons sont vraisemblablement ce que l'ana- 
lyse peut offrir de plus parfait pour l'approximation des' fonctions à pa- 
ramètre circulaire; elles paraissent préférables a toutes celles que nous 
avons données pour I9 même objet, et elles n'exigent de calculs prélimi- 
naires que ceux qui peuvent être faits aisément , soit par la table P*, soit 
par la table IX. 



j 
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$ X. Seconde manière <f exprimer ha fonctions à paramètre 

logarUhmique. 

* i85. Puisque la fonction 0(^y x) peut être exprimée par l'intégrale 
T(A^ ^) ss j—^— E(ky ^), ainsi qu'on l'a vu dans l'art. 176, il s'ensuit 

que la fonction dont le paramètre est — k* sin* a pourra s'exprimer par 
le moyen de cette même intégrale, ce qpi sera un perfectionnement no- 
table apporté à la découverte de M* Jacobi; car, d'une part, on n'aura 
pas besoin de la table auxiliaire, qui servirait à calculer la quantité q 
par le moyen du module donné A:; et d'autre part^ il sera plus facile de 
construire une table des valeurs de l'intégrale T(A;, 9), d'après les don- 
nées immédiates A et 9 , les mêmes qui sont employées pour trouver les 
fonctions F(A:, ^) et £(A, ^), qu'il ne le serait de calculer la table des 
fonctions Q(ç , x) , d'après de nouvelles données q et x. Ajoutes k cela 
que la méthode des ordonnées moyennes ^ qui a contribué beaticoup à 
&cilitêr le calcul de la table IX, s'appliquerait avec non moins de suc- 
cès au calcul des int^rales / ^.f^ . E{kp ^), puisque l'ordonnée >y ^^ , 

qui répond à chaque d^ré de l'amplitude ^, est déjà connue presque 
* entièrement par la valeur de E(A:, (fi) comprise dans la table. Faisons voir 
d'abord comment on peut parvenir directement à la nouvelle formule de 
réduction. 

186. Soient f' et f'^ des amplitudes, telles qu'on ait pour le modulo 

commun ky 

Ff'sssF^ — Fa, 

F(p" s= F^ + 



on aura en même temps 

£^' -4- £« — E^ s=: ^* sin a sin 9 sin (^', 
"Ep -f-£a — E^^ss Ar'sinttsin^sin^'; 

d'ailleurs, les amplitudes p' et (p^ se déduisent des amplitudes ^ et a, 
par les formules connues 

sm w s:^ «, ■ » — . -^ , 



,; sin p 008 «ûtf-f- 9in « 008 
^ I — k^ Sin* « sin*^ 

Tome III- ao 
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Considérons maintenant la fonetiou Z=T^''— Tç^rsT^E^''— /"^E^'j 

si l'on regarde 4K comme constant ^ on aura ^F^' ss^F^, on ^#=^^9 

et semblablement ~^=^i donc, Z = /"ê (E*" — E^O- Mais, par les 
formules précédentes y on a 

E^" — E^' =: aEa — A* sin a sin ^ (sin ^' -h sîn^) , 

donc 

Z = / ^ { aEa — aA' sin a cos « Act . 1"? f , ^ - j , 

ou en réduisant, 

donc on a la formule 

r^''_T^'s=s aEotF^ — 3CotaA«[n(— A*8in»*, A, ç) — F(it, ^)], 

à laquelle nous n'ajoutons pas de constante, parce que le second membre 
s'évanouit lorsque ^=0; quant au premier membre, il devient Ta— -T( — a). 

Or, il est aisé de voir que l'intégrale Tf s= j ^Ef, qu'on suppose prise 

à compter de. ^=so, reste le même quand on change le signe de ^, 
et qu'ainsi T(p est une fonction paire de f . Donc , Ta = T(— *a) , et 
ainsi le premier membre se réduit encore a zéro , lorsqu'on a ^ ss o. 
187. Nous parvenons ainsi directement à l'équation 

fR ^ ( cot*A*[n(— ft^sin^a, *,^)— F(A, 9)] 
^""^^ 1= RtF(*, <p) -|T(*^ O + f T(*, (PO, 

qu'on aurait également trouvée, à Vaide des équations déjit démontrées , 

cot«A«[n(-A*3in'ct, *, ?) — F(A, ^)] J e(x-a) 

Iog©« = T(A, ^)-.^iF^^,^>^ilog.^. 
En effet, puiaqu^on a == F(A, ç), = F(it, a), il en résulte 



aK(g-|-a) _^ 



=F(A:,^) + F(*,«) = FCA,(p"); 
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et en faisant les subslîlulions de or — a et x+a à la place de x dans 
log@x, on en déduit 

ce qui donne encore la même formule 

coteiAa[n(— A;*sin*ct, A, ^) — F(A;, ^)] 
= E(*, «)F(*, f)H-iT(A, <p')-iT(ifc, (p'Oi 

et, parce que le module k est oommun a tous les termes, on pourra écrire 
plus- simplement 

cotctAa[n(— Ar-sin^a, (p) — F^]=EfltFçH-iT^'— ^T^', 

Si Ton change di en ^ et ^ en a, le module k restant le même, (p' chan* 
gera de signe, mais non T^', qui est une fonction paire de ^'j on aura 
donc 

cot^A(p[n(— A*8in*^,a)— Fflt] = E<pFa + iT9'— iT(p'': 
de là cette formule de transformation déjà connue , 

(88) cotaAfli[n(— A^sin»*,^)— F<p]— cot^A<p[n(— .A*stn»^,ct)— F«] 
^EctFf — E^Fflt, 

dans laquelle^ si l'on fait 9=:^^, on aura» pour déterminer la fonction 
complète, l'équation 

cottfA*[n«(— A:*sin*«,A:) — F'AjssEaF'A: — E'*Ftf, 

qui s'accorde également atec la formule connue. 

188. Il faut maintenant entrer dans quelques détails sur les moyens de 
calculer Tintégrale T(A;, ^), et sur la figure de la courbe dont ^ serait 
Tabscisse et T(A, 9) l'ordonnée; on va voir que cette courbe s'approche 
beaucoup de la rimple parab<de dont l'équation est Aj' = f\ et qu'il y a 
entre ces deux courbes une infinité de points communs placés à distances 
égales dans le sens de la ligne des abscisses. 

Considérons d'abord les deux amplitudes 4 ^^ ^ 9 qui satisfont à la 

formule de duplication F (A;, 4)= ^F(^» ^)) ^^^ aurons rT^=> — , 

T4=/gE+=:=a/gE>|,; donc aTf ~iT4«/g (aE^) - E^) 

=/^^rp-îl^'*P = ^ i log (t - *• sin« ^). D'où l'on voit que U 

90.. 
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fonction T^ se déduit très simplement de la fonction Tp , qui repond k 
une fonction F^ y moitié de la fonction F^ ; on aura , en eflfet , 

(89) T4. = 4T<p + log(i— A^sin^ç). 

Réciproquement, la fonction T^ se déduira de la fonction T^ par 
l'équation % 

D'ailleurs y pour déduire ^ de ^^ , on a Téquation tang ^ 4 = Af tang f y 
d'où résulte i — A' sin* ^ =s= — ni j et ensuite sin 9 =s ,^r.'!° ■ . txt » ou 

sin 9 = .. , , . — .^*°* / r"= — Tx* Telles sont les formules de réduc- 

^(1+ * fin y) + 1/(1 — * »in 4) 

tion qui se rapportent à la duplication des fonctions de la première espèce. 

189. En second lieu , on peut tirer des fonctions complémentaires 

d'autres formules de réduction. Soit F^ -)- Fer a= F'Ar, on aura. • • . . • 

g4-g==o,E4» + E^-E'A=**sin9«n<r = *!Jïïî;^f2Lf, et de, 

équations T? = /^S ^ » '^^ ^fè E^ = — f^ ^ > <>« t»cra T^— T(r 

=/0 (E,+E,) =/*(E-i + *%2î)=E-iF,_il<,(,-*.tf„.,) 

4- const. Si l'on fait ^ =: o, on aura 0* c= f^r , et la constante s=— -T j^ ; 
donc, ayant supposé Vç^F(rs=:F*ky il en résulte la formule 

(90) TtTŒTi^r+T^ — E'*FçH-logA^. 

Soit 0*=sO) ou fs=-^^, cette formule donnera 

Ti9r = iF«*E-A — Jlogif. 

On trouverait le même résultat en foisant 0*:= f ; car alors on a 

F(p = iPA et A^ssi/A/. 
Si dans la même formule on &ît à la fois 9 ss «sr et 0* =— ^ çr, on aura 

T(r=T|^, F^ = aF-*, A^=ij 
par conséquent , '' 

(91) T^rssaF'AE'*. 

Soit maintenant F^ + E4 = ^^ =^ ^^'^ > ^^ ai^ra 
E^+E+=:aE**, ^ + 4=:^, e^+d^s:Oy A^=sA4J 

donc T<p-T4=/(gB>-gE4)«/^(E^H.E4) 

=/â • *^'* = aE'*F^ + C. 
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Soit f=iWy OQ ann 4s=^ir; donc C = _ aE'JfcF'ifc , et ron a fai 

formiile 

(92) Tfi=T(îr — ^)— aE*A(F'A--Fç)- 

Cette éqmtion fisrt oonnattie h Tonction T^ depuis 9=^v jusqu'à f =^f 
en supposant qu'elle smt connue depuis f =s o jusqu'à f = |ir; w, il n'y 
aura jatnais fien de passer cette limite quand on appliquera la formule (87) 
à la déterminalion de la fonction n(— * A* sin* m^ k^ f). Mais exami- 
nons quelle est la loi de progression de la fonclion Tf depuis f =s 9* 
jusqu'à f = «>• 

190. Sî l'on chai^ le signe de f dans la formule (93), on pourra , des 
deux équations y en tirer une tnûâème y savoir : 

fo3) T(»H-f)+T(»— ♦) = aTf + aTjr. 

Dans celle-ci, fiiisons succesàvement ^s=^^, ir, |v, av, etc., nous 
aurons, en ayant ^rd aux résultats déjà trouvés , 

TS^=:iP*E-*— ilog**, Ttf = aP*E-*, 

Tf7r=Tj5r+ 6Tîr, T3^= gT^r, 

etc. etc. 

Il s'ensmt que n étant un entier quelconque, on aura généralement 

(94) T(^^) = (3îi±I)'TV+ilogi;,T(i«r)=»-T*, 
Si Ton ima^ne donc une parabole qui ait pour équation A;^ ^ j^y le para- 
mètre A étant — on iet^lj 1a courbe dont les abscisses sont ç et les ordon- 
nées T^, rencontrera la parabole dans tous les points où x est un multiple 
de ^. Dans tous les points intermédiaires , l'ordonnée de la courbe surpassera 

l'ordonnée de la parabole de la quantité constante ^ log rr, quantité d'au<* 

tant plus petite , que le module k sera plus petit ; mais en même temps 
le pmnt de la courbe qui a pour abscisse (/i + i)^> ^^^ toujours situé 
au-dessous de la corde qui joint les deux points dont les abscisses sont ii9r 

et (» 4- 1 )7r , la distance étant ^T^ — i log i,, ou { T'kE'k — î log ^p , qnan-> 

tité qui a pour limite log s. 

191. Si Ton suppose l'amplitude p très petite, on aura, pour déterminer 
T^ , la formule approchée 
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(95) T,=/^E, = |(,+ji.,._iSiI^^), 

dont Terreur ne se fait sentir que dans les termes de l'ordre f*. La parabole 
osculatrice de cette courbe aurait pour é([uation/ = ^, et son paramètre 
serait égal à d. Dans la parabole que nous avons tracée^ le paramètre 

A = p,,g n; il est égal à 3 lorsque k est très petit, parce qu'alors on a 

_t 
F'AiE* A: =s 7- j et lorsque k = sin ^^^ on a A ss i . 9706. Ainsi on voit que 

même à l'origine des abscisses, les deux courbes se toncbent et sont presque 
confondues, k moins que k ne soit très près de Punité. 

Maintenant il est aisé de voir comment, pour une valeur donnée de ^ 
moindre que -^^^ on calculera la yaleur approchée de l'intégrale T^. Si 

l'amplitude ^ est très petite, on aura T^ ss î^'^i -f- g h^^^jy l'erreur 

n'él^^t que dans les quantités de Tordre ^** 

192.. Pour ramener à ce cas celui où TampUtude f a une valeur quel* 
conque moindre que ^^^ il faudra, par les fonnule9 de la bissoclion, cal- 
culer les amplitudes ^', ^^^ ^'", qui répondent aux j&nctions ^F^, ^F^, 
f F<p, etc., et l'on parviendra bientôt k une amplitude f^ assez petite pour 
que l'on puisse n^liger les quantités de l'ordre (^)* par rapport à (f^)*, 
ou les quantités (^)^ par rapport a l'unité. Arrivé à ce terme, où l'on a 
immédiatement la valeur de T (9^) , on remontera de chaque amplitude à 
l'amplitude supérieure, comme nous avons vu que l'on peut remonter de 
l'amplitude ^ à l'amplitude 4> ^^ V^ ^ ^^^ P^ '^ formule 

TC4) = 4T(^) + log(i — A*sin^f>), 

La multiplication par 4 appliquée à la fonction T^ pour en déduire 
T(4)« ^ répète autant de fois qu'il y a de termes dans la suite des am- 
plitudes calculées 9', 9^', 9''', etc.; mais le degré 3e Papproiimation, rap- 
porté à un terme fixe , est tou)ours mesuré par les quantités de l'ordre 

193. Pour donner un exemple de ces calculs de bissectioo, supposooa 
€|u'étant donné T{^zs^\ Y*kE*k ^jlog Q/^ , on veuille avoir la fi^action 
T^ qui répond à l'amplitude 9, telle que F^ r=:| F* A:; il faudra, dans les 
formules de duplication , faire 4 = t''^ 9 ^^^* 9 ^= , w , ce qui donnera 
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ou Tf = iF'*E«*-ilog^^; 

semblaUement , »i Ton prend Tamplilode f' telle qae Vf'ss^F^ky on 
troorera 

fonnule o& il restera a sabsdtuer la yaleur 

i94« Ces méthodes feront connattre la valeur de toute fonction proposée 
T{k^^) dont le module donné est it, et dont Famplitude ^ est prise i 
volonté de o i {tt. Hais s^l s'a^t de la construction d'une table , il serait trop 
long de calculer chaque terme par les procédés indiqués y et l'on ne pourra 
mieux fiiire que d'appliquer la méthode des ordonnées moyennes k la for- 
mule int^;rale j^ E^, comme on l'a bit dans la construction de la table IX 
pour les fonctions de la première et de la seconde espèce, représentées par 
lei intégrales r^, /^A^. 

Chi se proposera donc semblablement de calculer la table des fonctions 
T{k , <p) I pour toutes les valeurs , de degré en d^ré , tant de l'angle du 
module que de l'amplitude , depuis o* jusqu'à go*. Pour cela y il faut avoir, 

pour chaque demi-degré du quadrant, la valeur de ^, qui représente l'or- 
donnée moyenne employée dans le calcul. Et parce que la valeur de E^ 
n'est donnée immédiatement , dans la table EL, que pour les d^rés en- 
tiers, on pourra se borner, dans une première opération, à construire la 
table de a en n d^rés d'aïkiplitude , sauf à intercaler ensuite une moyenne 
entre deux termes consécutift , si l'on veut étendre la table à tous les de- 
grés d'amplitude. 
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§ XL Solution éPune difficulté relative à la démonstration 

de V équation (44) ^ Fart. i56. 

igS. Nous sommes parvenus, dans l'arlîcle cité, à une équation dont les 
deux membres étaient des fonctions semblables, l'une de Xy l'autre de 
x-^^nC) celte équation pouvait être représentée par ^x^=zib[x^\ii). 
r^ous en avons conclu que chaque membre est une quantité constante; 
et comme <bx s'évanouit, ainsi que 4(^-f-î^)) lorsque x= o, nous 
avons cru pouvoir &ire en général <l>x =s o , ce qui est l'équation (44)- 

On peut opposer à cette conclusion que deux fonctions telles que ^x 
et ^(^ + 7^)9 pourraient être égales pour toutes valeurs de Xy même 
devenir nulles simultanément pour un certain nombre déterminé de va- 
leurs de Xy sans cependant se réduire à zéro pour une valeur quelconque 
de X. Par exemple , si la fonction <t>x était composée d'un ou plusieurs 
termes de la forme ^sin 4^0:, m étant un nombre entier, on pourrait 
substituer a? + 7 'TT à x f sans changer la fonction ; de sorte qu'on aurait 
toujours ^xss4(â:-|-^7) : de plus, les deux fonctions s'évanouiraient 
pour toute valeur de ^x égale à un multiple de ^tt, et cependant on n'au- 
rait point en général 0;r = o. 

Pout résoudre cette difBccdté, nous aurons recours aux formcdes de du- 
plication que nous avons rapportées dans l'art. iSg; et d'abord il faut 
prendre, dans l'art. i5i , la formule (Sq), où l'on mettra ajc à la place de 
X y ce qui donnera 

Nous ayons d'ailleurs sin f = yj\ — ; ainsi , en substituant la valeur 

Ax = A* 6x sin 9 , nous aurons 

CeaJC = 0*jr ( I — A* sin^ ^). 
Cette équation, étant différentiée logarithmiquement , donne 

Si l'on feit ensuite F4 si ^F^ ^ on trouvera aisément , par les formules de 
l'art. i58, que l'équation précédente peut être mise sous la forme 

11 en résulte par conséquent 4>JC =: -^ ^ (aor) , seconde propriété générale 
des fonctions 9, qui doit être combinée avec la propriété déjà conmie 
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^x =s ^ (x + I ^) > ^1^ supposent toutes deux que le module k reste 
le même pendant que x varie. 

Or,onaF<p=^ et EO=/^A-^=/^(i-A^). Ainsi, 

on vmt que la quantité 4jr, qui représente le premier membre de l'équa- 
tion précédente 9 peut être développée en une série procédant suivant les 
puissances ascendantes et impaires de x ; de sorte qu'on aura 

•x=Aa: + ftr» + Cx»4-Dx'+etc., 

AyB, C, D, etc., étant des ooefiiciens constans : mab alors on aurait 

aussi 

O (2 jc) = 2Ax + a'Bx^ + a'Gr* + a^Djc^ + etc. j 

et de l'équation 9x = \^ (ax) on conclura B:=:09 G=so,D = o, etc. Il 
resterait donc simplement Oa:=Ax, valeur qui ne s'accorde avec la se- 
conde équation ^x=z<b(x'^'^7r) qu'en supposant A:=o; donc on a 
généralement l'équation 9x =s o , que nous voulions démontrer. Mais 
il y a encore une manière non moins satisfaisante de parvenir au même 
résultat. 

ig6. Dans l'équation (35), mettons 9^ à la place de 7 , et 2X à la place 
de x^ nous aurons 

G>mibe on a d'ailleurs 

et par conséquent 

©(7,;w+x)=(A0'^e(y,x)(i — A*sin*^)*=0(^,i^ — X), 
Féquation précédente pourra s'écrire ainsi , 

(ÎÎS^'y 0^^.^ ^) ^©.(y, ^):(,_^. rin'^)^ 

et sa diflfêrentielle logarithmique sera, en supposant d&(4/y x)ss0'(ç^ x)dx, 

^xef{q^x) aAre^(y% ajp) i^Vip gin y cos f 

Si l'on substitue dans ce résultat la valeur -j-^^ — ^(^> ^) » on en déduîr» 
l'équation 

e^(y, ai) • e^Cy*, ay) K*^ sîn£cos£ 

D'un autre côté, nous avons (art. 167) l'équation 

Tome III. ^21 
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fG(k, <p)-^' G(A«, <p-)= î^ sin n 

et , en comparant les seconds membres de ces deux équations , on s'as- 
sure aisément qu'ils sont égaux; car, suivant l'art. 63 , tome I^, on a 

sin ^•œs , , ^ . --73: — r^. 11 reste donc a mire vou» qu on a. • 

2—— 5= KA*; c'est ce qui résulte des valeurs connues K = (i-f-ft*)K*, 
^•= r Xik»y * Donc on aura l'équation 

où l'on remarque que le second membre n'est autre chose que le premier^ 
dans lequel on mettrait A:^ et 9^ à la place de jt et ^; car cette substitution 
exige qu'on mette en même temps q* et aor à la place de y et ^« 

Gela pesé y si l'on désigne le premier membre par <^(Jt, f), le second 
membre sera 4^(A^, 9*) 9 et l'on aura 4> (A: , ç) = 4 (A*, f ^). Par la même rai- 
son , on aurait « (Af, ^^) = « (*•% ^••) , <^ (kf^y (p^) = »(Af , ^•^) , etc. ; 

donc on aura en général 4 (A, ç) = 4 (A^, f^). Supposons que la suite k y 

k'y kf^y etc., soit prolongée jusqu'à un terme kTy qu'on puisse regarder 
comme négligeable, ou même inûniment petit ^ alors la valeur de j, cor- 

pondante au module k!*y sera le terme de rang /a dans la suite (f^y ^ y 
q^y etc. y et par conséquent sera q^\ d'oii l'on voit que ce terme sera en- 
core beaucoup plus négligeable que lt : et puisqu'on a 

on pourra , daus le second terme , fiiire 

« (^"^j a''jF) as I , et 0'(3*^, a'**) ss o ; 

ce qoÂ védoit 4a veiiem- de ^(Ar , ^ ) an pfemier tenne ^ — G(^> 4^) 

= - — [E(A:'*,^'*) — «'*F(Ar, ç"^)]. Mais dans ce cas, oui Jt est censé iu- 
finiment petit, on a R^=:7^:=E'A:^, /"= i ; ou a de plus 

E(Ar,/)«F<ir,0=^'*; donc *<A^,tj/') = o: 
donc on a en général 4> {A; , ^ = o , ou 
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§ XII. DémonsircUion ^une formule générale qid s^applique 

à un grand nombre de transcendantes. 

197. G)D8i(lérons Fintégrale >|/a:=s f J^* — , dans laquelle fx et 

^ dësignent des fonctions entières de x. Cette int^rale se rapportera 
aux fonctions elliptiques tant qae la "Yariable x ne passera pas le 4* ^^* 
gré dans ^ , mais au-delà de ce degré elle désignera des transcendantes 
d'un ordre de plus en plus élevé. Il s'agit de faire voir que toutes ces 
transcendantes jouissent d'une propriété générale analogue à celle que nous 
avons trouvée , pour les fonctions elliptiques, dans le chap. XVI, tome 1*^, 
du Traité précédent. 

Pour cela, supposons que la fonction entière ^x est le produit de deux 
autres fonctions aussi entières , que nous désignerons par ^^x et ^^x , de 
sorte qa'oQ ait ^x =s ^^x . ^^. Soient en méoie temps &r et âiO? deux 
autres fonctions entières de x, ainsi exprimées , 









lesquelles satisfassent à l'équation 

(2) (a:)'fl ^, jc — (fl|Jc)*^.JC = (j: — x,) {x — x.) {x — Xs) . . . (x — x^ . 

Il faudra donc que le premier membre, développé suivant les puissances 
à&Xy donne identiquement le même polynôme en x, du degré ;^, qui ré- 
sulte du développement du second membre. Quant aux coefliciens a^ , a,...i?«, 
Co, c^...c^y qui entrent dans les fonctions 8^, OiX, ils sont supposés 
fonctions d'une même yariablej^ indépendante de x, et cette variabilité 
n^est point partagée par les coefficiens contenus dans les fonctions ^^x et 
^gjc, lesquels doivent être considérés comme constans, ainsi que la quan- 
tité A comprise dans le dénominateur x — ». 

Cela posé, nous nous proposons de démontrer qu'on aura généralement 
l'équation 

*t4(^i) +^«4^*+ ^34^s + v4'^A* 



X 




C étant une constante et n(X) désignant le coefficient de - dans le dé- 
veloppement, suiyant les puissances descendantes de or, de la fonction 

ai . • 
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Quant aux coefficiens €i, ^a^* • • ^ft 9 îl& doivent être +1 ou — i , selon les 
dîfférens termes 4*^1 ) 4*^* 9 * * * 4^/* > auxquels ils sont affectés. Yoici main- 
tenant l'analyse qui conduit à la démonstration de ce théorème général. 

198. Appelons P(^} le polynôme en x du degré fiy qui forme le pre- 
mier membre de l'équation (3) , et supposons que x désigne l'une quel- 
conque des quantités Xgj x^^ ^s>*«*^/<> cette supposition donnera 

V(x) = o. Soit ^ = Vx , la différentielle de l'équation P(a:) = o , 

prise tant par rapport à x que par rapport à la Tariable y^ qui entre 
dans les coefficiens des fonctions 6x et O^o:, sera 

P'a:.d:r + ^^^^ = o. 

Et puisqu'on a Pj? = ^x^^x — h\xp^x y la différentielle de cette quantité, 
par rapport à jr^ sera 

de sorte qu'on aura 

• ■ 

mais , d'un autre côté , comme on suppose Vx =: o , on aura 

^\/((p,x)=é,x{/(fi^), 

€ étant zb I , ce qui donne 

ftr(p.:c = e&xX\/{<p,x(p^x) = 6fl,ar|/((px), 
fl,a:ç,a:= i^\^{(f^x^^)zs^ éxî/{(px); 

donc y on a l'équation différentielle 

ou en distinguant par J^ les différentielles des fonctions 8x , fi,ar , prises 
par rapport à / seule, 

^ Vxdxz=z2g\/{fpx){hxS^,x^^,xi'^). 
Multipliant de part et d'autre par €.-jÇ^ • ^i-. — Î--, on aura 
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On a désigné par x l'une quelconque des quantités ^^ ^«i ^s» • • • «^^ ; 
si donc on fait successivement la même substitution pour toutes ces quan- 
tités, et qu'on ajoute tous les résultats, leur somme pourra être ainsi 
expiimée : 

S lA^^ = 2 7-^^ (ôa:crfl.a:- G.JcJ^flo:). 

Or, on va voir que l'opération indiquée dans le second membre fera dis- 
paraître entièrement la variable Xj pour n'y laisser que la variable j^; 
alors, en intégrant les deux membres, on aura, d'un coté, Ze^^ot, qui re- 
préseùte la somme des intégrales €,4^1 +£«>|/^ft + ^3>|^^3« • •+^/u'47<9 et 
de l'autre une fonction en y qui ne dépend que des coefficiens compris 
dans les fonctions ftr et O^x. 

199. Désignons par Xx la différentielle 2fx{jix^^x -^ ^^xj'ix)} Xx sera 
un polynôme en Xy d'un certain degré A;, dont les coefficiens seront fonc- 
tions de j^; ce polynôme pourra être mis sous la forme Ax=sAee-f-(ar— «)A|X, 
A,x étant un second polynôme du degré A;— i ; nous aurons donc 

mais on a 

P« =: (et — jc.) (et — x^) {et — JTj). . . .(« — ar^) , 

et si l'on fait 

— = ^* 4^ ^* 4. ^3 . A^ 

tm il — or, ^^« — a:. ^^« — xs '•• ^^«—a^* 

les coefficiens A, , A« • • • A^ étant indépendans de £t, on aura A, égal 
à la valeur de ^^ — - j lorsque a^ssx^, cette valeur =3 p- j donc 

et réciproquement 



I 



d<»ic 

Pour avoir le second terme de cette formule , j'observe que si , dans Ja 
suite trouvée pour la valeur de ^, on développe en série inBnie chaque 

fraction , on aura 
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donc, 2 pT- est égal au coefficient de -;^, dans le développement de ^ 
Ëiit suivant les puissances de -, ou bien à celui de - dans le dévelop- 
pement de ^. De là on voit aisément que 2 ^, où At.^ est une fonc- 

m 

tien entière de x, sera égale au coefficient de - dans le développe* 

ment de la ftmction ^ , fait suivant les puissances ascendantes de -• Or , 
on a 

Tx (X— «)Px ~ (x— #)i^x» 

et la moindre puissance de -, comprise dans le développement du terme 

ix — tfi Px ' ^* Gy" ^ ^ ^^^'' ^^^ P^"^ battle puissance de x dims Px ; donc 

ce terme ne contiendra pas la puissance inférieure - , et l'on aura sim- 
plement 

en désignant par II (X) le coefficient de - dans le développement de la fonc- 
tion X suivant les puissances asoendAsites de -% 
^oo. Gela posé , nous aurons l'équation 



S 



"^ \X— « * 6*«f .X — flJjP^a*/ 



Le premier membre étant intégré par rapport à la seule variable x qu'il 
renferme, donne 2 e^^Xy expression qui équivaut à la suite 

«i4^« + ^•4^* "H ^j4^S' • • • + ^A«4^i«*- 

Pour intégrer semblablement le second membre par rapport à la seule 
variable y qu'il contient (car la partie aiFectée de la caractéristique fl est 
indépendante de x^ elle serait la même si l'on mettait tottte autre lettre z 

k la place de x) , j'observe que la différentielle yâ "' ' _, ■ a> ^ « pour intégrale 



r 
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donc on aura eofio la formnle générale 



167 



€.4x.-H.4*»- • • + V"4^< 




»og. 



dit Y^im + 6,ii^f >• 



")l/(f») ™' ««»/•.* — •««V^»i* / 

Celte fonnule, cjui peut s'appliquer. aux fooctious elliptiques et à une 
infinité de transcendantes plus oomposées^ est due à M. Àbel , qui Ta 
poUîëe dan» le Jonnal de IL GdJe, ann^ iSaS, page 3 14* Nous dévelop- 
perons dans un autre Supplément quelques-unes des conséquences qu'on 
en peut déduire. 

Paris y le i5 mars 18^9. 
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§ !•'. Addition au § T' du premier supplément. 

200. Le principe de la double substitution dont nous avons parlé dans 
Fart. 8 du I*' supplément, nous a servi à démontrer fort simplement que 

l'équation ^ = - . ^ , dans la<|uelle les constantes fi e\h sont déterminées 

par les formules (8) et (9) , satisfait généralement à l'équation différentielle 

son intégrale F(A:, ^) = fiF(A, 4), ce qui est le théorème P' de 
M. Jacobi. 

Nous nous proposons maintenant de parvenir au même résultat sans 
supposer le principe de la double substitution , ou plutôt , en déduisant 
ce principe de Tanalyse du problème; ce qui rendra notre démonstra- 
tion plus rigoureuse et plus conforme à celle qu'a donnée M. Jacobi dans 
le n** 127 du Journal de M. Schumacher. 

30 1. Reprenons, pour cet effet, Téquation j- = - . == , trouvée dans 

l'art. 7 ; il faut prouver qu'en mettant j- au lieu de «r, et 7- au lieu de 

j , cette équation pourra subsister, pourvu qu'on donne à la constante h 
une valeur convenable. 



sin'ot 



En effet, par la substitution dont il s'agit, le facteur général — jj^p , . , 
devient , , ? ^ . ^—- ~ — j donc la quantité = , formée du produit 



sin'ce 



I V 

de plusieurs facteurs semblablement exprimés, deviendra 7 •77^ en fai- 
ToMB III. 22 



> 
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sant, pout abréger, 

A = A''"' sin* a, sîn^ «^sin^ cts» • • • sin* flt^_, ; 
et à la place de réquatîon ^ = - . ^ , on aura 

Or, il est visible que ces deux équations s'accorderaient entre elles si Ton 
avait A = ft*AA, c'est-à-dire en substituant la valeur de /jl, 

h = k^ sin* a, sin* a^ sin* a^. . . . sin'* ct^^^. 
U est donc démontré que la double substitution de t- à la place de x, et 

de T— ^ la place de j^, qui peut se faire sans donner aucune valeur à h 
dans l'équation différentielle 

dx dy 

pourra se faire aussi dans 1 équation finie ^= -•tt? pourvu qu'on donne 
à A la valeur qu on^ vient de déterminer. 

a: U , 

Il faut se rappeler maintenant que l'équation ^ss -. ^ a été déduite de 
l'équation (4)? qn'on peut mettre sous la forme 

Ainsi ces deux équations ne sont réellement qu'une seule et même équa- 
tion entre ^ et x^ mise sous deux formes différentes; et puisqu'on peut 
faire la double substitution dans la première équation , en donnant à h 
une certaine valeur, on pourra la faire aussi dans cette dernière , avec la 
même condition , ce qui donnera le résultat suivant : 

•^ I — -; I— -: I — 

sin' ctp_i , sin' tfp_j sin* «i 

^ = ( — i) ^ À''"' sin* a, sin* a, sin* «s. . . . sin* «,_, sin' «,_,. 

202. Nous avons déjà remarqué qu'on pouvait changer à la fois le 
signe de x et celui de ^ j ainsi les deux équations précédentes, qui don- 



F 
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nent les valeurs de i — ^ et de 1 — t- , donneront , avec le changement 

indiqué y celles de i +/ et de 1 +r-- Multipliant donc entre elles ces 
quatre valeurs, on aura le produit 

où l'on a fait , pour ahrëger , 

T=.PQ, 

V—d— ^* ^ (i — ^' "S /, _ ^* \ /" j _ _f!_\ 

Q=:(i — ^•j:'sin*a,)(i — A:*^*sin*a3)(i — k^ai^sin^a^\..(^i — Ar'^'sin**^^.). 
De cette équation on déduit 

X X 

puis faisant X = - U, ou j" = =^ , on aura 

(V — X*j (V — A*X*) = (î — a:*) (i — A*a:*) ^^ T\ 

La supposition ar = o donne X = o, V = i, T = i. Ainsi , dans ce 
cas , Péquation précédente se réduit à B*A* = k*fi* ; c'est en effet ce qui 
réduite des valeurs trouvées de B , A et fc. On a donc plus simplement 

(V — XO (V — A*X-) = ( I ~ a:») (i — yfo:*) T\ 

Le premier membre est le produit des quatre facteurs 

V_X, V + X, V~AX, VH-AX, 

qui sont des polynômes en x du degré p ; car cela résulte des valeurs 

Y=s(i — k^x* sin*a^) (i — A:*a:*sin*a4).... (i — A:*a:* sin* ot^^,) , 

où Ton voit que V et X sont des polynômes en or, le premier du degré 
p — 1 , le second du degré p. Nous avons donc Féquation 

(V— X)(V+X)(V— AX)(V+^X)=(i— ^)(i+jc)(i— Aa:)(i + ;ta:)T% 

dans laquelle les quatre facteurs du premier membre sont premiers entre 
eux , puisque V ef X , diaprés les valeurs précédentes , ne peuvent avoir 
aucun commun diviseur. U est d'ailleurs facile de voir que chacun de 
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ces facteurs est le produit d'un facteur simple par le carré d'un poly- 
nôme du degré ^ ; car nulle autre supposition ne pourrait faire que 

chacune des quantités V — X , V + X , V — AX , V + ftX , fut un po- 
lynôme en X du même degré p^ et que le produit des quatre fût re- 
présenté par (i — x){v +x) (i — kx) (i + kx) T*. 

2o3. Il faut prouver maintenant que la valeur / =: r=- satisfait à l'équa- 
tion différentielle 

dx dy 

V/(i-a:-).|/(i - k^x^) — ^' 1/(1 -r). t/(i —*>•')' 

En effet, on a d'abord 

V^ = V— — X — . 

dx dx dx' 

Appelons, pour abréger, Z le second membre; on aura, en désignant 
par c une constante quelconque , 

z = (V - cX) g - x /^-"^l 

Par cette équation , on voit que si Y — cX a un facteur double tel que 
(oL — ^xY, il y aura nécessairement dans Z un facteur simple a — - ff j? : 
or, on a trouvé que tous les facteurs doubles qui entrent dans les quan- 
tités V—X, V + X, V — AX , V + hlL , composent , par leur pro- 
duit, la valeur de T*. Donc la quantité Z est divisible par tous les 
facteurs de T , et par conséquent est divisible par T. Mais X étant un 
polynôme en x du degré p , et V un polynôme du degré /i — - i , la 

quantité Z = V ^ — X^ est un polynôme du degré 3/1 — 2. D'un 

autre côté, on sait que T ou PQ est un polynôme du même degré 2p — 2. 

Donc Y est une constante qui , étant nommée A, donnera Z = XT=:y*-^. 

De là resuite ^ = ^; mais on a trouvé T* = V^ ('~J-')('- ^) 
donc 

j _ v/(' -r) ' t/(' — ^ y) _ 1 *: 

ou 

djr >idx 



' vo— r)-v/(i— A'j^') vi^—x-),]/(i^k^x^y 

De plus, en faisant x infiniment petit, et négligeant les quantités de l'ordre 



r 



1 
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rfX 



jr% on a X ss - , V= 1, Ts=s i, Z = V ^ = - j donc A =-= = -. Donc 

enfin Tëquation algébrique ^ = tj satisfait généralement y pour toute va* 
leur du nombre impair /? ^ à l'équation différentielle 



dx 



dy 



1/(1 — ar«). V/(>— **«•) "^ '*' 1/(1 — r). V/(> — A'J'*) ' 

et par conséquent à son intégrale F (A;, ^) = AiFC^» 4)* 

Cest en cela que consiste le principe général de transformation que nous 
voulions démontrer. 
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§ U. Construction géométrique par laquelle on peut multiplier 
à volonté la fonction de première espèce F(c, <p). 

2o4» Étant donués le module c et Famplitude ^, on peut trouver, par 
une construction géométrique assez $ii»ple^ l'amplitude ^, qui convient à 
la fonction F (c, (p,) égale à n¥(c, (p). 

Pour cela, sur la circonférence décrite 4u centre C ('flg. i), avec un 
rayon égal à Funité, prenez Tare AM, égal k 2<fi ou a^i ; prji^ne^ ensuite, à 
compter de la même origine A et dans le même sens, Tare AM,]Vf« égal 
à 2(p,; tirez la corde M,Ma, et divisez en deux également langle Â]Vf,M^ 
par une droite M,D, qui rencontrera eu D le rayon AC prolongé. Du 
point D comme centre , et du rayon DO perpendiculaire à la corde AM, , 
décrivez une seconde circonférence qui touchera les deux cordes AM, , 
M,Ma. Cela posé, si du point M. on mène au petit cercle une troisième 
tangente M.Ms, qui rencontre la grande circonférence au point M3, ce 
point M3 déterminera l'arc AM,M^Ms = 2Ç3 , dont la moitié ^, servira à 
la trîplication de la fonction F(c, (p), de sorte qu'on aura 

T{c, (Ps) = 5F (c, <p). 

De même, si du point M3 on mène une nouvelle droite M3M4, qui soit 
à la fois tangente au petit cercle et corde du grand , on connaîtra le point 
M4, qui détermine l'arc AM,M,M3M^ = 2^j^. Continuant ainsi indéfini- 
ment, on formera un polygone dont chaque côté sera tout-à-la-fois ins- 
crit dans la grande circonférence et circonscrit à la petite. Ce polygone 
déterminera, par les sommets M,, M,, M3, etc., de ses angles succes- 
sifs, tous les arcs 2^,, 2^,, 2Ç3, etc., dont l'origine commune est A, et 
qui, à compter du second, servent à multiplier la fonction F(^, ^) 
par les nombres 2,3, 4>^> etc., jusqu'à telle limite qu'on voudra; 
d'où il suit que, par une construction géométrique très simple qui n'exige 
que la règle et le compas, on peut parvenir à déterminer l'amplitude ^, 
qui satisfait à l'équation F(c, çJ) = hF{c, ç), n étant un nombre en- 
tier quelconque. On résout ainsi géométriquement un problème d'analyse 
qui présente d'assez grandes difficultés (tome P% art. 22). 

2o5. Les données dont nous avons fait usage dans la construction de 
la figure sont l'amplitude ^ de la fonction donnée et l'amplitude ^^ de 
la fonction double F(c, ç^); mais on peut déterminer le centre D et le 
rayon DO du petit cercle par les données immédiates c et ^. 
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Soîl, pour cet eflfet , AD = i -f- c el DO = r j- phiscple Tare AM, = :i^; 
on a BM. = ^ — atp , et l'angle A du triangle rectangle ADO sera égal 
à ^TT — ^; donc D0^= r ci: (i + e) cos ^. D'ùâ autre côté, la corde 

AMj=2SÎn^; donc01Vf,=(t — e)siny ettangOftf,D= ^^ .^ =^-^coi(p. 

Suivant notre première construction, l'arc ARfjMa = 2^. , et par con- 
séquent le reste de la circonférence AM, = 2W — a(p^ , ce qui donne 

l'angle AM.D = ' — 7 ^a. Mais en faisant A = ^/(i — c* sîri^ (p), on sait 

que l'amplitude ^^ se détermine par la foimule tang ^ ^^ = A tang ^ ; on 

aura donc — r- = A , ou e =2 — r— et r =s (i + e) cas © = — ; — ^ , for- 

mules au moyen desquelles les inconnues e et r se déduisent assez fk- 
cilement des données c et ^; et, de cette manière, oh évite l'emploi 
de l'amplitude ^.. 

On voit que les quantités e et r, qui déterminent le centre et le rayon 
du petit cercle, ne sont point constantes, et qu'elles varient avec l'am- 
plitude ^ de la fonction qu'on veut multiplier. Il existe seulement entre 

ces deux quantités et le module c l'équation r* = (i + e)* — • -~ ; d'où il 

suit que e, distance des centres des deux cercles, est toujours plus petite 
que le module c^ qui suit c dans l'échelle ordinaire, dont l'indice est 2; car 

206. Jusqu'ici nous n'avons fait qu'expliquer la construction de la 
figure, soit d'après les données ^ et ^«, soit d'après les données immé- 
diates c et ^. Il faut maintenant démontrer que la construction du poly- 
gone dont AM, et M,Ma sont les deux premiers. côtés, donne effectivement 
les points qui répondent aux amplitudes sans cesse croissantes 2^., 2^3, 
2^4, etc. , par lesquelles la multiplication de la fonction F (c, ^) peut être 
opérée pour un facteur entier quelconque. 

Four rendre la démonstration entièrement générale » nous supposerons 
qu^après plusieurs circonvolutions du polygone les deux sommets consé- 
cutifs M^, M3 représentent les extrémités des arcs 2^..,, 2^,. Si le po- 
lyg^one n'avait pas achevé une révolution poiir parvenir du point A au 
point M, , l'arc AMslVÎ^ serait 27r — 2^,_, ; si , pour arriver au même 
point M., le polygone a fait / révolutions, le même arc AMaM, sera 
27r{i + i) — 2^._,. Dans cette dernière hypothèse, qui s'àpfdique à 
tous les cas, l'arc AM3 sera pareillement 2'7r(/4" i)— • 2^.. Joignez 
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DM., DM,, AM., AM3, pour former les triangles ADM«, ADM, , 
DM.Ms. 

Dans le triangle ADM., on a les deux côtés AD = i + e, 
AM, z=: 2 sin (ttî + TT — ç^^ ) = :2 sin (p,_, cos tû , et l'angle compris 

DAM. = (p,«, — ^ (21 + 1) ; on aura donc le troisième côté par la formule 

(DM.y = (i + ey — 4e sin* (p.^, = /i%- 

on aura seroblablement 

(DM,)* = (i + ey — 4e sin- (P. = q\ 

Avec ces deux côtés , que nous appelons p et q, et le troisième .... 
M.M3=2sin((p,— ^,«J=^, on trouvera Taire du triangle DM.M, 
par la formule .connue 

Cette même aire s= ^rjrj donc on aura 

4r- =.(/,.+ y.) - r - ^-£^^'. 

Substituant les valeurs 

j = 2 sîn ((P. — (p._,) , 
/>' + î* = 3(1 + ey — 4e (sin* (p, + sin» (p._,), 
p^ — q^z=z 4e (sin* ^. — sin* ^,.,) = 4e sin (tp, + ^._.) sin ( (p. — (p._.), 

on aura 

4r* = 4 (i + e)* — 8e (sin* <p. + sin* (p^^,) — 4 sin* ((p. — (p,_,) 

— 4e* sin* ( ^. + (p... ) ., 
ou 

r*= cos*(<p»— <p.-t)+ ^ecos ((p,— (p.« ,) cos ((p,+ (p^,) -|-. e*cos* ($,+<p.-0 ; 

et en extrayant la racine carrée , on obtient ce résultat très simple 

r = cos (<p. — (p._.) + e cos ((p. + f ._,) , 
ou 

r = (i + e) cos <p, cos (p._, + (i — e) sin (p, sin (p,_,. 

Maintenant, si l'on se rappelle que Téquation transcendante Fft— -Fi^sF^ 
est satisfaite par Téqualion algébrique 

cos /* cos V + sin /t^ sin y A(p = cos ^ , 

<m verra qu'en faisant ;t = ^. et y = (?,_,, ce qui donne F;t — Fir =F^ 
les deux équations précédentes s accorderont entre elles si Ton a 
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'T^ = ^9 et = cos <p. 

Or^ cesdenx équations sont précisément celles qui déterminent les deux 
quantités r et e; donc, en vertu de la construction géométriq^ue que 
nous avons indiquée, deux sommels consécutif du polygone indéfini qui 
en résulte sont tels, que si le point M, termine Tare 2^.., , le point 
suivant Mj terminera l'arc 2(P„. Or, dans l'origine de la construction, on 
a désigné par M^ le point qui termine l'arc 2^^ ; donc alors le point Ms 
a dû terminer l'arc 2^3 ; et ainsi , en prolongeant le polygone indéfini- 
ment, on obtient successivement toutes les amplitudes ^^, ^3, ^^, ^5, etc., 
qui servent à la multiplication de la fonction F(c, <p), suivant l'équation 
générale F(c, (p.) = /iF(c, ^). 

Nous remarquerons que , pour ne pas tomber dans des cas où la cons- 
ti^ction deviendrait embarrassante , on pourra toujours se borner au cas 
où l'amplitude donnée ^ est moindre que {rnr; car toute amplitude plus 
grande que ^yr peut être représentée par zVrb^, <p étant moindre que 
-j TT : alors la fonction correspondante = a/F'c dbF(c, ^), et cette fonc- 
tion, multipliée par n, serait 2niFc db F(c, ^«), en supposant. .. . 
F(c, O = /iF(c, (p). 

Lorsqu'on suppose ^ = ^ ^ , le rayon du petit cercle r devient nul , 
et le polygone, dont le premier côté se confond avec le diamètre ÂB, a 
tous ses côtés superposés sur ce même diamètre ; alors la construction est 
sans objet, puisque la fonction ¥ (c, <p) devient égale à la fonction com- 
plète F'c, et que la valeur fz=j7r donne ^, = ^/ï^. 

207. Nous remarquerons encore que la construction géométrique que 
nous avons donnée d'après M. Jacobi, qui en est l'inventeur, pourrait ser- 
vir a trouver la valeur approchée de toute fonction F(c, ^), dont Tam- 
plitude est donnée, en faisant connaître son rapport avec la fonction com- 
plète F'c. En eflet, si l'on continue la construction des difTérens côtés 
du polygone jusqu'à ce qu'on trouve dans la suite des sommets M^, M3, 
M^, etc., un point M« qui soit très près de l'une des extrémités du dia- 
mètre AB, il est visible qu'en comptant les circonvolutions du polygone, 
on saura combien il y a de demi-circonférences dans l'arc 2^. terminé au 
point Ma. Soit m le nombre de ces demi-circonférences, on aura donc à 
très peu près 2^n = rmr; par conséquent, F(c, ^,) ou rïFÇc, çi)=,m¥*c 

et F(c, <p) = — F'c, valeur facile à évaluer nuoiériquement au moyen 

de notre table des fonctions complètes. 

Tome IIL a5 
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Dans tous les cas, il sera facile de tenir compte de la petite distance 
qu'il peut y avoir entre le point M, et l'un des points A et B , pour en 
déduire une valeur encore plus approchée de la fonction F(c, ^,), et 
par conséquent une de la fonction F {c , ^). 

ao8. Remarquons enfin que le polygone dont nous avons donné la 
construction sera rentrant sur lui-même, et par conséquent n'aura qu'un 
nombre de côtés déterminé, si la fonction F(c, ^) est dans un rapport 

rationnel avec la. fonction complète ¥*c> En effet, si l'on a ¥(c, ^)=-* F*c , 

metn étant des nombres entiers, on aura F(c, ç„) = nF(c, ^) =mF*c 

= 1 ( p, — J , et par conséquent ç, = — , ou 2<p^^=znm'. 

Si m est un nombre pair, l'arc 2^« sera codiposé d'un nombre entier 
de circonférences, et le point M», extrémité de l'arc 2^„, reviendra au 

point A , où le polygone sera entièrement fermé ; dans ce cas, le polygone 

n'aura ique n côtés, formant — révolutions. 

Si m est un nombre impair, le point M, tombera à l'autre extrémité fi 
du diamètre AB; une moitié seulement du polygone sera formée, et il 
faudra doubler le nombre des côtés pour que le dernier , dont le rang 
est 211^ soit terminé au point A. Le polygone aura donc 2/1 côtés for- 
mant m révolutions. 

Dans tout autre cas où le rapport de F(c, ^) à F'c n'est pas ra- 
tionnel, le polygone aura un nombre infini dé côtés, et il sera im- 
possible que deux sommets se rencontrent en un même point de la 
circonférence. 

En général, comme les côtés du polygone sont des cordes inscrites 
dans le cercle dont le rayon est i, lesquelles doivent être en même 
temps tangentes au cercle excentrique, dont le rayon est r, il est visible 
que ces cordes seront toujours comprises entre la plus grande, qui pas- 
serait par le point a, et la plus petite, qui passerait par le point b , ab 
étant le diamètre du petit cercle situé dans la direction du diamètre AB. 
Ainsi , faisant cos a = r — e et cos ^ = r -|- e, les côtés du polygone 
seront toujours compris entre un maximum 2 since = 2j/[i — (r— e)*] 
et un minimum 2 sin ^ = 2j/[i — (r-f- e^']; on aura donc toujours, 
quel que soit le nombre entier n, 

^n — ^«-1 < « et ^, — (p,«, > €. 
20g. Nous avons vu que m étant pair, ce qui suppose n impair = 2/4-1 
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^catr 11 ÙM t mn ^ otcoBsée lédnite à sa phs Mmy ia cjy ei MW ) ^ , le pely- 

fgOKBt ^fm a p0ar ssmumIb les extrémités des arcs a^, , '^f^ » a^.»** ^^ » fst 

feraK de n côtés qui occopent an nombre — de circan(ereiices« Dans ce 

poljgoae, il j a tonjoars un cote moyen qni passe par Ton des points a 
et &, et qui est par conséquent nn maximum on un mimmmms ce cùte 
jDO^nen est oelni qnî joint le point M^ eztrànite de Tare afi, avec le point 
Mj^t t extrànité de 1 arc af^i- 

En effi^ty le pœnt M, situé d*nn cùté du diamètre A6» et le point M».^ 
sitné de 1 autre côté du diamètre, sont toujours situés sur la même pei;pett- 

dienkiteà ce diamètre, carona F(c. ^,)='!:?FT,F(c,ç^,)=î!^îî=^^F»r; 



idoBC F(c, f,) + F(c,iP_)=«F'c= — F(c., îr), et par OMseqneut 

f^ ^ ç^_^ = — ^, ou s^x + 99«-^ = ~ • ^>v* Cette équation exprime que, 

quel que soit x, le point M. et le point M,.^, qui terminent les arcs 2^« 
et ^^..^y seront toujours situés sur une même perpendiculaire au diamètre 
"AB. Soit x = if on aura il — jc=: i + 1 ; donc les deux points M| et*M|^i sont 
.placés sur. na même côté perpendiçolaire au diamètre ; 4^ comme ce. côté 
doit être tangent au petit cercle dont le rajon est r, il passera nécessaire- 
ment par Tun des points^ et 6 : ce côté sera par conséquent un maximum 



on un minimum. 



On Yoit en même temps que les arcs 2^1 et 2^1^^, qui déterminent les 
extiémitésda côté moyen, peuvent se trouver directement par les équations 

'€à étaAt Fun des arc» ce. 'et C^oniiauratdoaic' toujours 






D'ailleurs, Fambiguité qui semble rester dans cette détermination dispa- 
raîtra bientôt, en observant que si m est pairement pair, ou de la forme 

4f^, Tare — 9r , égal à rijUTr , aura son extrémité en A , et qu'ainsi , dans la 
valeur ^?r + a» de l'arc 2^,4.,, l'indéterminée cû ne peut être que a. Au 

25.. 
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contraire , si m est impairement pair , ou de la forme 4a^ + ^ » l'^rc 

égal à 2/jL7r-{^^, aura son extrémité en B^ de sorte que Tare cù ne pourra 
être que l'arc €f dont le double est sous-tendu par la plus petite corde. 
Ainsi, dans tous les cas, on aura la valeur des arcs 2^i et 2^1^, sans au- 
cune indétermination, et l'on saura que le côté moyen 2^^^, — aÇ, est un 
maximum si ttz = 4/^^ ^^ ^^ minimum si m = 4a^ + 2. 

210. Il serait possible que la construction géométrique que nous ayons 
développée conduisit à quelque théorème intéressant, analogue ai;^ théo- 
rème de Côtes, par lequel on pourrait peut-être simplifier l'analyse as- 
sez épineuse qui sert à déduire 9. de ^ , ou réciproquement <p de ^,, ce 
qui est le problème de la multiplication ou de la division des fonctions 
elliptiques ; mais nous n'entrerons dans aucune recherche à ce sujet. Nous 
nous bornerons à remarquer encore qu'après avoir formé la suite des arcs 
2^1, 2^g, 2^3 2^,, dont les extrémités sont les sommets du polygone 

rentrant qui répond à l'équation F (c, ^) = — F'c, si l'on forme avec 

les ternies de rang pair la nouvelle suite 2^^^, 2(^4, 2^ey ^tc*, cette suite 
représentera celle qui servirait à construire le polygone correspondant à 

la valeur F (c , ^) = — F'c. Ce polygone ne serait plus circonscrit à la cir^ 

conférence dont le rayon est r, mais , par la nature des choses , il jouit de 
la propriété d'être circonscriptible à une circonférence plus petite. 

De même , si l'on prenait de trois en trois les termes de la série initiale, 
ce qui formerait la série 2^*3, 2^5 > 2^3, etc., celle-ci répondrait à la valeur 

F(c, p) = — F'c, et il en résulterait un nouveau polygone circonscrip- 

tible à une circonférence plus petite que les deux autres, et ainsi de suite^ 
jusqu'à ce qu'on ait épuisé les n — i combinaisons possibles. 

Ainsi , on voit qu'une seule construction appliquée à la valeur. • . • • 

F(c, ^) = -F'c, contient implicitement toutes celles qui conviennent à la 

valeur F(c, ç) == — F'c, m étant un nombre entier quelconque moindre 

'* • 

que n. 
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§ III . Théorème général donné dans le § XII du deuxième 
supplément. Classement et propriétés générales des trans- 
cendantes comprises dans ce théorème. 

ail. Les nombreuses applications que nous avons à faire du théorème 
donné dans le § XII du deuxième supplément, exigent que nous rap- 
pelions ici, avec quelques développemens , les formules générâtes par 
lesquelles il est exprimé. 

Daignons par 4*^ l'intégrale /^ j_^' — - , dans laquelle fx et ^x 

sont des fonctions entières de Xy c'est-à-<iire des polynômes en x d'un 
degré quelconque. Cette intégrale aura une origine constante, détermi- 
née dans chaque cas particulier, de sorte qu'elle ne dépendra que de la 
variable x, qui est sa seconde limite. 

II est inutile d'examiner ce que devient cette intégrale lorsque le po- 
lynôme ^x ne passe pas le second degré; car on sait que, dans ce cas, 
elle peut toujours s'exprimer en partie algébriquement, en partie par 
arcs de cercle ou par logarithmes. Elle s'exprime par des fonctions el- 
liptiques lorsque le polynôme (px est du troisième ou du quatrième de- 
gré; mais, passé le quatrième degré, elle désigne des transcendantes d'un 
ordre de plus en plus élevé. Toutes ces transcendantes jouissent d'une 
propriété générale, analogue à celle que nous avons trouvée pour les 
fonctions elliptiques dans les chap. IX et XYI du tome I''; et c'est 
dans cette propriété que consiste le théorème dont les formules suivantes 
sont 1 expression. 

.21:2. Supposons d'abord que la fonction ^x soit décomposée en deux 
facteurs réels <p^x et ^^x^ en soiie qu'on ait (px =: ^^x.(Pt,x. Désignons 
ensuite par ^ et 6|X deux polynômes complets en or, ainsi exprimés 

( Oj: = A + a^x + a^a^ + a^, 

^ ^ 1 610:= c + c^x 4- c^x^ .... .+ c«jt:", 

et supposons que ces polygones satisfassent, pour toute valeur de x^ à 
réquation 

(2) (ÔJCJ^^jOr — (j^ixy^^ = (a: — x^) {x -r- xi) (x — ^j) . . . (jc — Xg^) ; 

il faudra donc que le premier membre , développé suivant les puissances 
de X, donne identiquement le même polynôme en x que produit le dé- 
veloppement du second membre. 
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De là résulteront des équations, au nombre de ft -f- 1» entre les coef- 
ficiens a, c, a,, c, , etc., et les quantités ^2r,, j:., ar5....ar^, considé- 
rées comme des valeurs partîtsulières de la variaUe x. 6es ^uations 
seront toujours en nombre suffisant , non^^seuleBient pour déteraûoer les 
divers coefficiens a, c, a», c,, etc., en fonctions des quantités x,^ jc,, 
a:^.... Xuf "inais encore pour établir, entre ces dernières. seules , des.qqua- 
ttons qui permettront d'en idéterminer un <!ertain nombre par le moyen 
de tot^es les auè^es, restées entièrement arbitraires. 

21 3. Puisque , en vertu des équations dont nous venons db pabler, les 
coefficiens des fonctions ^, 0|X sont fonctions des quantités restées ar- 
bitraires dans la série x», ar.....a:^, on peut les faire varier, par rap- 
port à une quantité^ liée d'une manière quelconque avec ces arbitraires. 
Cette variabilité , au reste , n'est pas partagée par les coefficiens contenus 
dans les fonctions yô:, (PiXf ^^x, lesquels doivent être considérés comme 
constans ainsi que la quantité et comprise dans le dénominateur x — a. 
Cest sur ces principes qu'on a obtenu , dans le § Xtldu deuxième supplé- 
ment , l'équation générale 

C é^antune'tx>nstante, et II (X)' désignant le coefficient de -ydaàsledé'- 
veloppement fait suivant les puissances descendantes de or, de la fonction 

— (ar — et) V/(^ar) ^ ôxv/(^,x) — Ô,xv/((p.x)* 

tjùant aux cbéffièîens €, , ^..... «/* , tls ne peuvent' être que ♦+- i- ou — i, 

suivant* les dîfférens termes 4*^1^ 4'^»'*'* 4'^a* •*^xq«eh« îls sont tf&ctés. 

Le prèrhîennembre de l'équation (5)' peut 'être désigné' par X'^^x, en 

entendant par c& symbole la soname des fonctions 4^i « 4'^>' ' * - 4-^/< f 
prises avec ]es*^igAes. convenables, .suivante les cas particuliers; le se- 
cond membre est composé, en général , de trois parties, dont une ou 
deux peuvent disparaître , suivant la nature de la fonction Jx. Nous de- 
vons maintenant entrer dans quelques détails sur les diverses transcen- 
dantes contenues dans 'l'expression générale de 4^* 

'3T4-'Ces transcendantes'peuvent «être classées conveBablement,'d -après 
le plus haut exposant de a: contenu dams le polynôme ^x. 

On regardera comme première classe, ou classe n^ i, celle* tm l'ex— 
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posant le plus grand de x dans (poc est 3 ou 4. Cette classe comprend 
généralement les trois espèces de fonctions elliptiques. 

La seconde classe ^ ou la classe n*^ 2 , sera celle où le plus haut exposant 
de a: dans 'Çx est 5 ou 6. 

La troisième celle où cet exposant est 7 ou 8 j et ainsi de suite. 

D après cette énumération, le polynôme (pac peut être indifféremment 
du degré pair 21 ou du degré impair inférieur 21 — i , et la fonction -la: 

appartiendra toujours à là même classe , dont le numéro est î i . 

En effet, on peut toujours ramener le «as du degré 21 — i à ceki du 

degré 21; il suffit pour cela de faire a: = j^ , y. étant une constante à 

volonté, et la transformée de T i^J^f/^^^) contiendra un radical {/(^j), 
dans lequel 4^/ sera un polynôme du degré 21. 

2i5. La division indiquée est d^autant plus admissible, que chaque 
classe est distinguée de toutes les autres par une propriété particulière 
qui rend impossible la réduction d'une classe quelconque à une classe<in«- 
férieure, sauf quelques cas particuliers. 

Dans toutes les classes on peut, à partir d'un certain minimum^ aug- 
menter à volonté le nombre des fonctions comprises dans le premier 
membre de Téquation (3), c'est-à-dire que le nombre des valeurs particu- 
lières de œ, avec lesquelles on forme un pareil nombre de fonctions, peut 
à partir d'un minimum déterminé, être aussi grand qu'on voudra • mais 
parmi toutes ces quantités, dont le nombre est désigné par ft, il nV en a 
qu'un certain nombre qui puissent être prises arbitrairement, et celles-ci 
serviront à déterminer toutes les autres. Or, dans les différentes classes le 
plus petit nombre possible des non-arbitraires est déterminé, pour cha- 
cune, comme il suit : 

Dans la première classe ce nombre est i, dans la seconde il est 2 , dan^ 
la troisième 3, et ainsi à l'infini. 

En effet , prenant à volonté le nombre n qui détermine* le degré du 
polynôme Ôo:, que l'on suppose complet, si l'on appelle A le degré du 
polynôme (px, X, et X, ceux des polynômes (p,a: et ^^, on pourra tou- 
jours prendre le nombre m qui détermine le degré du second polynôme 
coniplet û.x, de inanièi:e que les deux nombres 21» + A,, 2W + ;^., qui 
expriment les degrés des produits (fljc)*^^ et <ô,x)*(p^ soiept égayx, 
ou ne différent au plus , que dVne unité, le aecond étant le pluç petit 
des deux. On aura donc en général fA =: 2n + X, , et en pa,rticu)i(ev 
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;tt =3= 7» + n + - si A est pair, et yx = /» + n H si A est impair* 

Or, le nombre des conditions fournies par l'équation (2) est en général 
f6+ I, sur quoi il faut prendre m + n + 2 équations, pour déterminer 

les différens coefficiens^, a^ c^, a^, etc. ; il restera donc --*-*-! équations 

si A est pair, et i si A est impair, au moyen desquelles oa 

pourra réduire d'autant le nombre des quantités X|, x^, 0:3» .• . x^. Il y 

aura donc parmi ces quantités uff^ nombre - — i ou -^^ — i d'auxi- 
liaires, qui se détermineront par le moyen de toutes les autres, restées 
entièrement arbitraires. Ces combinaisons offrent le moindre nombre 
d'auxiliaires que la nature de la question comporte, comme on peut 

s'en assurer en donnant à 772 des valeurs qui rendent la différence 

(a/ï + A,) — (2W-}-A.) plus grande que l'unité. 

Il suit de là qu'il n'y aura qu'une auxiliaire si l'on a As;=5 ou A = 4y 
ce qui est le cas des fonctions elliptiques, c'est-à-dire de la première 
classe de nos transcendantes; que le nombre le plus petit d'auxiliaires 
sera 2 si l'on aA=5ouA = 6, qu'il sera 3 si l'on a A = 7 ou A == 8, et 
ainsi de suite. 

Dans la première classe, qui est celle des fonctions elliptiques, la 
moindre valeur de /t est 5. En effet, si parmi les transcendantes de cette 

— — r , désignée autrement par F^, 

on sait qu'on peut toujours satisfaire, par une équation algébrique, à 
l'équation transcendante F^, + F^a — Yç^=^o; c'est-à-dire qu'étant don- 
nées les deux amplitudes ^x et (p^,, on en trouvera algébriquement une 
troisième ^3 , telle que l'équation F(p, + F^, = F^a soit satisfaite. En 
changeant simplement le signe de ^^ f on satisfera également à l'équation 
F^, — F^a = F^3« Dès lors, on voit qu'étant donné un nombre quel- 
conque de fonctions elliptiques de la première espèce, on pourra trouver 
algébriquement une seule fonction égale à la somme des fonctions données^ 
affectées d'ailleurs de tels signes qu'on voudra. Ainsi , dans le cas de la 

, OÙ le polynôme (px est du 3* ou du 4* cjegré , 

tous les termes du premier membre de l'équation (3) pourront être pris , 
avec des signes quelconques, bors un seul , dont l'amplitude x^ sera dé- 
terminée par celles de toutes les autres, de manière que la somme de tous 
sera égale à zéro. 
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!ii6. Dans une classe quelconque dont le numéro est N, la moindre va- 
leur de )tA est N + 1 ; c'est-à-dire que le nombre des variables œ, , .r....a:^, 
comprises dans le premier membre de 1 équation (3) , ne peut être moindre 
que N -f- 1 , afin qu'il y en ait au moins une d'arbitraire, les autres étant 
déterminées par le moyen de celle qui peut variera volonté (*)• Cette loi 
ne s'applique cependant pas à la première classe, puisqu'on a vu que, 
dans ce cas , le nombre des termes compris dans le premier membre de 
l'équation (3) ne peut être moindre que 3. 

Ily a une infinité d'hypothèses sur les valeurs des fonctions G^, fl,^, 
qui peuvent réduire à N -|- i le nombre des termes du premier membre 
de l'équation (5); car il n'est pas nécessaire pour cela que le second 
membre de la même équation se réduise à la forme 

ce qui supposerait )i* == N 4- i ; il suffit que ce second membre puisse 
se réduire à la forme 

car alors /a sera d une grandeur quelconque , et toutes les variables dé- 
signées par ^^^^f ^N+3 '" •' ^i^ ^^^^^ nulles, le premier membre de 
l'équation (3) ne contiendra que les fonctions 4'*^i^ '\'^% • • • • '\^x , 
dont le nombre est N + 1 , et parmi les quantités x^^ œ^.... x , il 

n'y en aura qu'une d'arbitraire, qui servira à déterminer les autres, dont 
le nombre est N. 

217. L'examen approfondi de ces sortes de transcendantes fournit en- 
core un résultat très remarquable. 

Si l'on prend pour '\^x la plus simple des transcendantes 4^^ c'est- 
à-dire celle dans laquelle fx-=zx — a , et qui se réduit à l'intégrale 

— — , (^x étant un polynôme en x du degré A , le premier membre 

de l'équation (3), dans lequel on déterminera convenablement les signes 
des différens termes, se réduira toujours à une constante, quel que soit 
le nombre jU des termes de ce premier membre; car on voit aisément 



(*) On pourrait, à la rigueur, réduire ce nombre à N , ea supposant que la quantité ar- 
bitraire Xy est infînimeut petite, quoique Tariable; car alors -n/jt, disparaîtrait dans le 
premier membre de Téquation (3), et la comparaison ne s'établirait par cette équation 
qu'entre N fonctions. 
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que, cUds ce cas, la quantité désignée par n (X) s'évanouit , ainsi que la 
quantité logarithmique que cette formule contient. Mais ce qui mérite 
surtout de fixer l'attention, c'est que Téquation 24*^ = ^ étant trouvée 
pour la fonction simple 4e^/ <^^ pourra toujours en déduire facilement 
l'équation semblable qui a lieu pour toute autre fonction 4^ comprise 

dans la formule 4^x = f-r r-T? — ^• 

Il suffira, pour cet effet, que chaque terme 4«^ ^^ ^^ somme 24o^> 
derenu 4^ ^^'^^ ^^ somme 2.-^1, conserve le même signe si le facteur 

— — est positif, et change de signe si ce facteur est négatif. Avec cette 

seule modification, la nouvelle somme 24^ sera, sans aucune indéter-* 
mination, égale au second membre de l'équation (3), lequel est com- 
posé d'une partie constante, d'une partie- algébrique et d'une partie lo- 
garithmique , réunies toutes les trois ou réduites à un moindre nombre , 
suivant les différens cas. 

218. La propriété dont. on vient de parler semble établir une diffé* 
rence essentielle entre les fonctions de la classe N en général et celles 
de la première classe, qui sont des fonctions elliptiques. Dans celles-ci, 
on peut former à volonté le premier membre de l'équation (5), en fai- 
sant varier de toutes les manières possibles les signes des différens termes, 
excepté un seul, dont la variable Xj^ ou sin ^^ peut être déterminée par 
toutes les autres, de manière que le second membre soit non-seulement 
constant, mais nul. 

Cette équation, une fois formée pour les fonctions F, s'appliquera, sans 
aucun changement de signe , aux fonctions E de la seconde espèce et 
aux fonctions II de la troisième. 

Dans les fonctions de la classe N, en général, les variables étant prises 
de manière que sur le nombre total fjL il y en ait /bt — N arbitraires et 
N non arbitraires ou auxiliaires , lorsqu'on aura une fois déterminé les 
signes des différens termes, pour que, dans le cas de la simple fonction 

TTr—Tf lu somme de toutes soit égale à une constante connue , 

on voit que ces signes détermineront ceux des fonctions composées, 
dont la somme, désignée par 24^, sera égale au second membre de 
l'équation (5). 

De là il parait s ensuivre que la somme Z4^ °^ serait connue et déter^ 
minable que pour une certaine combinaison de signes, indiquée par la 
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somme sembbble appliquée, p^ur les mêmes videurs particolièros de x, à 
la fonction simple 4«^- 

Mais il bvtt ûbsenFer ^e le proUèfoe ^aî ^lâeraMae les ooeffideiis des 
fonctions flx et 9iX, par le moyen des /jl — N valeurs particnlières de x , 
aura tonjours, en quantités réelles, aiitant de solutions quH est nécessaire 
ponr que les fonctions composant la somme Z^^y^ ^J trouvent dans tontes 
les combinaisons possibles des signes* Ainsi , la somme désignée par S^x 
s'exprimera, dans toute combinaison des signes du premier membre, par 
des quantités ^gébriques et logarithmiques. Il arrivera seulement que les 
anxifiaires seront différentes dans les différentes combinaisons, et que 
quelqnes-unes d*entre elles pourront èlre imaginaires; ce <pii donnera 
toujours une solution analytique, mais plus difficile à vérifier. Ces pro* 
priélés, an reste, ne cuvent être indiquées ici que très succinctement ; 
nous leur donnerons ci-après de plus grands développeraens. 

1119. Il nous reste enfin à faire observer que les transcendantes dont 
TfOos noos occupons jouissent, dans chaque classe, de la propriété de se 
diviser en trois espèces, comme les fonctions elliptiques. 

Les fonctions de la première et de la seconde espèce résultent de la sup- 
position Jjc = af (x— - a) ; elles sont donc oonqpmstt uians la «formule |^- 

. > , et il est facile sde voir que cette formule est sus- 
ceptible de réduction lorsque Texposant e est égal à A — * i ou plus grand 
que A — I. 
En effet, soit Z un polynôme complet en x du degré r; soit, pour abré- 

&^^> Z' = 2j et (p'x fe ^, on aura 

dx y{(px) 

Les coefficiens du polynôme Z étant au nombre de r^#y on jpQnrrfi.6iire 
en sorte que la quantité Z'^x + iZ^^x se réduise aux seuls termes 

•x* — 3 X — B wX .• •...••«•.B-i? ••— B*. 

flaiir itela^ âl t&aflni i&ine r=s e ***- ^ <tH*< 9 '^ tes ir «4- i coeffieieas^ po- 
ijnome E fiMtrmront autant d'équtflions' qu'il est 'oéoessaire pour «que la 
mdnolioa dont â^^git ^ 'lieu:;>onoonnattra ainsi 'tant la vatleur' du poly- 
nôme tj-ifoe eelleJks nmnrmux eoeffioîens B ^ , »B^ ^. .. .>B^ Gek'&it, 

--2~r-j, 00 aivra 
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T. = Z/(?x) + B.T. H- B.T, + B.T.. . . . + B^_ T^_^. 

— — r- les seuls 

cas où l'exposant e ne passe pas A. — 2, Ce résultat est général , et îl 
s'applique aux transcendantes de toutes les classes, à compter de la 
seconde. 

220. Pour distinguer maintenant les valeurs de e qui appartiennent à 
la première espèce et celles <{ui appartiennent à la seconde , il faut exa* 
miner la manière dont se forme la quantité n(X), d après l'énoncé du 
théorème général; et si l'on se rappelle qu'entre les nombres /i, m. A., 
XxiKy qui désignent les degrés des polynômes &r, 6,0:, ^x, ^,jc, ^.jc, on 

a trouvé ci-dessus Féqualion A, + n — m = - ou , selon que A 

est pair ou impair, on parviendra aisément à la conclusion suivante : 

Si l'exposant e, non plus grand que A — 2, est plus petit que 1 ou 

que - — - f l'intégrale / —. — r- se rapportera aux fonctions de la première 
espèce ; si cet exposant est égal à i , ou plus grand que - — i , lors- 
que A est pair, et s'il est égal à "" , ou plus grand que ~ -- , lors- 
que A est impair, l'intégi^ale se rapportera aux fonctions de la seconde 
espèce. 

Il est facile de voir en effet que, dans le premier cas, la quantité X, dé- 
veloppée suivant les puissances croissantes de - = e^, ne donnera aucun 

terme de la forme Ku^ et qu'ainsi le terme désigné par n(X) = o; au 
contraire, dans le second cas, le terme hu fera partie de ce développement, 
ce qui donnera II (X) = A. 

On peut donc, au premier coap d'œil, distinguer parmi les intégrales 

4jc = /— 7 — r celles qui se rapportent à la première espèce et celles qui 

se rapportent à la seconde. Dans le premier cas, on aura %^x^=S^y C étant 
une constante qui aura un certain nomhre de valeurs déterminées, suivant 
les différentes valeurs arbitraires de «r, qui servent à composer la somme 
désignée par 24*^ ; dans lé second cas, on aura S^*^ = C + Il (X) ^ 
n (X) étant une partie algébrique déterminée par un terme du déve- 
loppement de la fonction X. Dans les deux cas, la partie logarîth- 
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mique du second membre de Tequation (3) disparaît^ puisqu'ayant fait 
fx = x*{x — ût), on a yi = o, 

321. Venons maintenant aux fonctions de la troisième espèce. La 
forme la plus simple dont elles sont susceptibles résulte de la supposi- 
tion ^0:^1^ et alors on a la formule type de ces fonctions^ qui est 

, — r, « étant une constante réelle ou imaginaire. Dans 

le cas où cette constante est imaginaire , si on la représente par 

et = r (cos 5 + V^ — i sin 5) , l'intégrale précédente devra être jointe à une 

{x — a! w i.(^xV ^^"^ laquelle a'=r(cos€ — 4/— isin^), 
et la somme des deux sera une quantité réelle. 

Si Ton considère plus généralement Fintégrale '\x = Ç ^^ — ^ on 

devra la partager en deux parties , l'une qui se rapporte à la première et à 
la deuxième espèce^ lautre qui se rapporte à la troisième. En effets quelle 

que soil la fonction entière^, la quantité ' ^'^_ * sera aussi une fonction 

entière àz Xj dont le degré sera moindre d'une unité que celui de la 
fonction fx. Soit f^x cette fonction , et Ton aura 

Ç dxf.x i^ r r àx 

où Ton remarque les deux parties mentionnées. 

112H. Le théorème général dont nous nous sommes jusqu'ici occupés 

7-' \^ , — r, dans lesquelles fx 

est une fonction entière de or ; mais on peut faire rentrer dans la même 

/*d3cPx 
—. — r y dans laquelle 

Er désigne une fonction rationnelle quelconque de x. En effet, par les 
principes connus de la décomposition des fractions rationnelles , on sait 
que la fonction Yx peut toujours être partagée en une fonction entière 
fx^ jointe à une suite de fractions partielles^ telles que 

— ^^! H -^ H ^ h etc. 

X — ÛL • X b ■ X — y ' 

H àl 1 2?_. j ^î—- + etc. 



etc.; 
Ja première ligne étant due aux facteurs simples qui divisent le déno-^ 
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teiDirt^iur de {"«r, la âeco«Ae aux facteors 'douUeâ, et aioÂ <d« s«9le. 
l'iatégrale désignée par "Irx contiendra , 

i*. L'intégrale f ^ k p ^^^ s'exprimera par âes fonctions de la pre- 

«nière et de la seconde espèce, darns la classe déleroiiaee par le^ltts haut 
exposant de x dans (pjc; 

2^. Une strite de fonctions de la troisième espèce, MpnéseDtee^ |>ar 



^•/W^T»?) ^ ^' U-^tv^m + «*«• 
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^•» Un ôti plusîetirs lériWes 4e la forme 

Et ainsi âes antres lignes, jusqu'à ce qu'on ait épuisé tous les facteurs 
inùlf'iples qui ,peuvent diviser le dénominateur de la fonction Ta:, 

Tout se réduit donc à ramener chaque intégrale de la forme 

/- -—ry} — > ^ ^^^ ititégfale semblable , dans laquelle /i = i , et qui 

sera ainsi une fonction de la -troisième e^ce. Cette réduction .peut sç 
faire de plusieura manières. 

On peut d'abord, 'en laissant ^ ihdétemrîné , déduitre de la première in-r 
téerale Z, = /t rrrris. 'ïa «seconde Z^ms /l ' ' ^^ , , et «uoeesÀ-v 

Vifthent toutes les autres, aU moyen ides formules Î5. = j-', 'Zs ='i.-^^', 
Z4 = 5T3.^-r» ^*^* ^^^ autre Solution peut s'obtenir par le procédé 
oonna, qui coifiif^ V différentier la quantité ^ ^Vli.t 7;pttifiA.rcveair de 



^ dnérétfuelte à%on itft^mfo. Sait, ^pmit abréger, «^^cfc^'ar ^ 
y^iT ■•cB^çwcv, oa4rouY6va'de«aelte4nABièlie>ki4!M«]ate 

(n— l)<pfltZ. — — ^^ - <- +y (a: - «)-' -ÎTC^Ï)- 

La fraction *^^^ 3-| étant développée donnera , en général , une 

[x — «*) 
fonction entière de ar, plus tine suite d'e fractions qui auront pour déno- 
minateurs les puissances successives x — et, {x — a)*.... (A:-*flt)"~*. Donc 
la^tMoadendante Z. s^xprimera parles tr»lsoelldaote8^d'lln ordye^moinLdfiB 
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Z»^ Z». •>• • Z»wi % aax<}U^Ues $€ joindifii un^ partie ^ilgëbrique, et uoaç autre 
partie qui M ccM^tient que des Ibiictiow de la première et de la seco^ide 
espèce. 

Une équatioa semblable exprimera la transcendante Z... par les trans*- 
eendantes d'ordres inférieurs^ jointes aux mêmes parties accessoires. Ainsi 
Tau voit qu'en définitive la transcendante Z, et toutes les transcendances 
d'an ordre moindre ^'exprimeront par les mêmes fonctions auxquelles 
s'applique directement le théorème général. Ce théorème acquiert ainsi 
toute l'extension que nous voulions lui procurer. 

223. Par les principes élémentaires du calcul intégral t on sait que l'in- 
tégrale flidx peut être déterminée en partie algébriquement , en partie 
par arcs de cercle et par logarithmes, toutes les fois que T est une fonc- 
tion rationnelle de oc. Par la théorie dont nous venons d'établi|« les fon- 
demens , on pourra exprimer semblablement la somme d'un certain 
nombre d'intégrales particulières, représentées paryTdfar, toutes les fois 
que le quarré de T sera une fonction rationnelle de œ. 

Les plus .simples de ces transcendantes sont celles qui ont reçu le nom 
àt fonctions elliptiques; toutes les autres, auxquelles on pourrait donner 
le nom de fonctions ultra -elliptiques, se divisent en une infinité de 
classes portant les numéros successifs 2, 5, 4^ ^te- • ^^ dans chaque 
classe on distingue trois espèces entièrement analogues à celles que la 
nature des choses a introduites dans la théorie des fonctions elliptiques. 
La troisième espèce peut même être sous- divisée en deux autres, à 
rinstar de la sous-division qui a lieu dans les fonctions elliptiques, se- 
lon que le paramètre est circulaire ou logarithmique. 

Par les travaux successifs de dîflFérens géomètres, la théorie des fonc- 
tions elliptiques est devenue une branche importante de l'analyse. Par 
le théorème de M. Abel, une carrière beaucoup plus vaste est ou- 
verte aux recherches des géomètres, puisqu'elle embrasse de nouvelles 
classes de transcendantes en nombre infini, dont les propriétés ne sont 
pas moins remarquables que celles des fonctions elliptiques , avec les- 
quelles elles ont beaucoup d'aualogie, et qui étaient restées jusqu'à pré- 
sent entièrement inconnues. 

Nous nous proposons de donner ici, au moins dans quelques exem- 
ples, une idée de ces propriétés nouvelles, dont nous avions en quelque 
sorte provoqué l'investigation dans la première phrase de l'introduction 
au tome P'. Pour avancer plus sûrement dans cette nouvelle carrière , 
nous avons appuyé nos résultats sur des calculs numériques faits avec 
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une grande précision, et nous n'ayons pas craint de donner parfois 
beaucoup d'étendue aux détails de ces calculs fastidieux, qui n'intéres- 
seront guère le lecteur, mais qui seiTiront au moins de pièces justifi- 
catives aux conséquences nombreuses que nous en avons tirées. Ces dé- 
tails sont d'ailleurs justifiés par le but général de cet ouvrage, qui n'est 
pas simplement théorique , mais qui est destiné à offrir les moyens 
de faciliter le calcul numérique de toutes les transcendantes dont nous 
nous sommes occupés. 

S IV. application du théorème général aux fonctions 

elliptiques. 

2^4* Au lieu de considérer ^x comme un polynôme complet du qua^ 
trième degré, nous supposerons simplement 

(4) (par = (i — x") (i — k^x^) ; 

car on sait que c'est à cette forme, où k eslt <^i, qu'on peut toujours 
réduire la quantité comprise sous le radical qui entre dans l'expression 
différentielle primitive de la fonction elliptique proposée. Le polynomç 
(px devant être partagé en deux facteurs (p^x et ^^x, nous supposerons 

(5) (PxX = 1 — k^x^ f ^^x = 1 — x^i 
ensuite nous prendrons 

et il faudra satisfaire à l'équation 

dans laquelle les coefHciens a, c, a., c,, qui sont indépendans de x, doi- 
vent être des fonctions de a:, , a:, , 0:^3 et x^. 

L'identité des deux polynômes compris dans les deux membres fournit 
cinq équations de condition, dont quatre sont nécessaires pour déterminer 
les quatre coefficiens a^ a^, c, c.( la cinquième sera donc une équation 
de condition entre les quatre quantités ^,, x^^ Xs, x^, de sorte que 
l'une d'elles sera une fonction déterminée des trois autres, qu'on pourra 
prendre à volonté. 

On obtient , sous une forme assez simple, quatre des cinq équations 
dont nous venons de parler, en faisant successivement ar = i, ors — i, 

xz=zt, xz=i — T. Voici ces équations, dans lesquelles on a mis k'* au 
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lien de I — k^ i 

(a + a,yk- = (i — jr.) (i — jr.) (1 — ^3) (i — x^) , 

(a — a^yk- = (i + X,) (i + X.) (i + X3) (i + jcj, 

(c*+ c,)**'* = (i — kœ^) (i — kx^ (i — A-Xs) (i — kœ^^ 

\ck^ £?,)•*'• = (i +ka:,) (i +A:jc.) (i + W) (i +*^4)- 

Une cinquième est donnée par les coefficiens de o^, savoir : 

c\ — ii'.A* = I. 

Enfin, on en aurait une sixième en faisant j: = 0, laquelle serait 

mais celle-ci est nécessairement /comprise dans les cinq autres. 

3^5. Observons maintenant que, dans les fonctions elliptiques, x dé- 
signe toujours le sinus d'un arc; et comme les quantités a:,, x^, x^, x^, 
sont considérées comme des valeurs, particulières de x, nous pourrons 
faire 

or, = sin ^, , x, = sin ^, ^ JC3 = sin ^3 , x^^ =z sin ^4 ; 

et alors il est aisé de voir qu'on aura les quatre équations suivantes, où 
à^ est mis à la place de \/(i — k* sin* ç) : 

(a* — a*,) A'* = ± cos ^, cos (p^ cos ^3 cos ^4 , 

â* -— c* = sin ^i sin ^. sin ^3 sin ^^ , 
c\ — a\A:* = I. 

De Ik on tire une équation de condition entre les amplitudes ^1 , (p^, (p^, (p^, 
savoir : 

j A^,A^.A^3A^4 db k^ cos 9, cos ip. cos ^3 cos ^4 
^ ^ [ = k^ + A:*A:'* sin ^, sin ^. sin ^3 sin ^4. 

Remarquez qu'on a dû prendre positivement le premier terme ^pi^^^à(PsàÇ^ 
car si on lui donnait le signe — , le premier membre serait toujours une 
quantité négative , puisqu'en général A^ ou y/(cos' (p + A:'* sin* ^) est 
> cos ç, tandis que le second membre est une quantité toujours po^ 
sitive. 

L'équation que nous venons de trouver donne la relation qui doit 
exister entre les quatre amplitudes <Pi, <p^f ^3, ç^, pour que l'intégrale 

'^x = f T~r"rT( — ^ ' appliquée aux valeurs particulières x == sin ^, , 

TOMK III. HS 
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JT = sin ^«, ;r :=: sin ^3, a: = sin (p^, jouisse de cette propriété , que la 
somme des quatre fonctions 4^i^ 4?«» 4^3» 4^4» prises avec des signes 
convenables, soit égale au second membre de l'équation (5), dans lequel 
se trouvent réunies ou divisées, suivant les différens cas, une partie cons- 
tante, une partie algébrique et une partie logarithmique. On exprime 
ainsi la somme de quatre transcendantes par une quantité beaucoup plus 
simple que chacune d'elles dans l'ordre analytique ; et il est remarquable 
que cette conséquence a lieu pour toutes les transcendantes désignées 
par la caractéristique 4» quelle que soit d'ailleurs la fonction entière de x 
désignée par Jx. 

Supposant donc les signes du polynôme 4?i^ 4^» ^ 4^3 ^ 4^4 > 
fixés relativement à la plus simple des fonctions 4<^ V^^ représente 

— — r , ces mêmes signes auront lieu relativement à toute autre valeur 

— r , fx étant une fonction 

fx 

entière de x autre que x-^cl. On suppose seulement que — — reste po- 

sitive dans toute l'étendue de l'intégrale. 

nn&é U faut faire voir maintenant que l'équation (5) s'accorde avec les 
formules connues des fonctions elliptiques. Four cela, considérons les 
deux équations transcendantes 

Fjbc = F« — Fff, 

FfA = F(p + F'4, 

A: étant le module commun de ces fonctions ; on aura les équations algé- 
briques correspondantes 

cos p cos 4 — sÎD ^ sin 4 A^ Al cos et cos C 4- sin a sîn C A«t aC 

COS ÎÂà ïSZI -■■■■■ ■ ■ ■ !■ I I . ■ I «"^^ — — 1 

v^D ^ , _ k^ sîn' (p sin* 4 I — it* sin» « sin' C ' 

^ a ^a4 — A:* sin ^ sin 4 co» ^ cos^ AotAC + ^* sin et sin C cos a cos C 

^ " I — A* sin' ^ sin' 4 i — A* sin' « sîn* C 

Par la combinaison de ces équations , on obtient les suivantes : 

AaA€ = ùkfju — k^ cos IÂ0 sîn a sin Ç, 

A^A4 = Aji4 + A:* cos /x sin ^ sin 4> 
cos a cos f =: cos (jl — A/t sin a sin C, 
cos ^ cos 4 = cos fA + A/4 sin (p sin 4 # 

AaAfA(pA4 = ^*/^ + A:*cosfcAyx(sin ^sin4 — sinctsinj?) 

— k^ cos* /4 sin a sin € sin ^ sin 4^ 
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cos CL cos € cos ^ cos >(/ = cos* fi + cos ft Aju (sîn ^ sîa >|/ — sîn et sm €) 

— A'^t sin ât sin f sîn ^ sin 4 • 

Enfin, de ces deux dernières, on tire une équation indépendante de /u, 
savoir , 

Aflt AÇ A^ A>|/ — ArHros a cos Q cos ^ cos ^|, = A:'* + A:*îfc'* sin «^ sin f sin tp sin 4 ; 

c'est 1 équation algébrique qui répond à l'équation transcendante 

Fa — F^ = Fç> -f. F4. 

Appliquant ce résultat aux deux équations algébriques comprises dans 
l'équation (8), on voit d'abord que l'équation 

AÇ, A^. A^3 A^4 — A*cos (p, cos (p^ cos (pz cos^4=Â:'*-+- A*^*sin ^,sin ^. sîn ^jsin ^4^ 

correspondra à l'équation transcendante. 

F^, «F^4 + F<p. + F^.; 

et comme on peut, dans l'équation algébrique , faire une permutation 
quelconque entre les lettres ^, , ^^ , (f 3 , ^4 , cette permutation , intro- 
duite également dans l'équation transcendante , fait voir que l'équation 
algébrique sera satisfaite, pourvu qu'une des quatre fonctions Fi^,, F^., 
F^3, F^4 soit égale à la somme des trois autres. D'ailleurs, comme les 
quantités algébriques sîn ^, cos^^ A^, relatives à Tamplitude <p , res- 
tent les mêmes poui" tonte amplitude ^^^vTr^ tandis que F^ devient 
F^ + 4'^'^^ '^ ^^^ visible qu^on peut ajouter à l'un ou l'autre membre 
de l'équation transcendante la quantité ^fP^k^ i étant un entier quel- 
conque , sans que cette équation cesse de correspondre à l'équation al- 
gébrique. 

Substituant successivement, dans les éqnatioM j^récédientes, 'sr *^ ^, 
à 9,, et TT — 9s à ^3, on trouvera que la seconde éqnation algébrique 
compris dans l'équation (8), savoir 

Aç, A^.Af 3 A94*f*ilr*»8F^,4ros ^.cos^aCOk^^s^if^H* A^Jf 'sin (p.stn (p^nUtù^^ sin ^4, 

correspond également aux deux équations transcendantes 

F^, + Fç, — F(p, — F(P4 = aF'A:, 

F<p, H- F^. + F(P3 + F<p4 = 2F"A:. 

La première en représente six par la permutation des lettres, el d'ail- 
leurs on peut ajouter à l'un des meoibrefi de ces deux équatiom li- quan- 
tité 4/F'A: y i étant un aitier quelconque positif ou négatif. 
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227. Au reste, il est inutile d'insister sur ces formes diverses de 1 equa^ 
tion transcendante qui satisfait à l'une des deux formes de l'équation (8) , 
et l'on peut se borner à considérer la plus simple de ces équations, celle 
d'où toutes les autres peuvent être déduites. Pour cela, soit ^^ = 0, on 
aura l'équation algébrique 

• (9) A^,A^,A(p3 — A:* cos ç, cos <p^ cos ^s = A:'*, 

qui correspond à l'équation transcendante 

F(p, = F^. + F(p, , 

et qui correspondrait également à l'une des équations 

F(p. = F^. + F(Ps, 
F<Pi = F(p. + F(p,; 

en sorte qu'elle exprime , en général , que l'une des trois fonctions est égale 
à la somme des deux autres. Le résultat précédent se confirme immédia- 
tement par les formules connues des fonctions elliptiques. En effet, on 
sait qu'à partir de Téquation transcendante 

F^j == F(p, + F^,, 

on a les deux équations algébriques (^) 

A^.A^s = A^3 4" A:*cos^s sin ^, sin^., 
cos ^1 cos ^^ = cos ^3 + ^^s sin ^^ sin ^^. 

Multipliant la première par A^s, la seconde par — * k^ cos ^3, et ajou- 
tant les produits, on aura 

A^, A(p.A^3 — k* cos ^, cos (p, cos ^3 = A*^3 — A:* cos* ^3 = A/% 

ce qui est l'équation à démontrer. 

D'après cette équation, on pourrait chercher les valeurs de cos <Ps et 
A^3 exprimées en fonctions de sin^,, siu ^^, cos (p^, cos^^, A^i, A^.; 
ce qui serait une dernière vérification de nos formules. Et d'abord fai- 
sant disparaître les irrationnelles A^^ , A^. , A^3 , on aura une équation 
entièrement rationnelle entre cos (p,, cos^., cos ^3, d'où Ion déduira 



(*) Ces deux équations algébriques n'en fout , à proprement parler, qu'une seule, qui 
exprime algébriquement la relation entre les amplitudes ç, , ^ay ^.i, nécessaire pour que 
l'équation transcendante ait lieu. Cest de la même source que se tire la valeur de siu^sy 
exprimée en fondion de sin^,, siu fs, cos fi, cos f^, a^,, Af^. 
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cos 



COS y, cos p^ ± sin ^, t in f^^ç^Ap^ 

^* 1 — k* sin* f , sin* p^ * 



Lie double signe doit son origine à ce que Téijnation algébrique d'où .nous 
sommes partis satisfait également anx deux équations F(p3 = F^, -f- F(p. , 
F(p3:=F(p, — F^a ; si Ton veut qu'elle s'applique à la premièi^e, il feudra 
prendre le signe inférieur, parce que la supposition A: = o donnerait 
^3 = ^, -f- ^s » c^ P^^ conséquent cos (p3 = cos ^, cos ^^ t— sin p^ sin ^^. 
Donc, en général , si Féquation est F^s = F^. + F^., on aura 

^.^ ^ cos », cos ^^ — sin p , sin » >A»,A»» 

^ ^' — i-A'sin-f.sm-». • 

Cette valeur, substituée dans Téquation A^.A^.A^ssAr^'-f-it'cos^iCos^^cos^s, 
donnera 

^^_^ A»,Ays — ^* sîn », sîn », cos p , cos »a 
^* """ 1 — k* sin' », sin' p^ * 

Enfin, par l'une ou l'autre de ces valeurs on trouverait 

• ^ sîn », cos »»A»a + sin », cos »,A», 

^ I — A-» Sin' », sin* », 

Ainsi , nous avons déduit du théorème général les propriétés fondamen* 
taies de la fonction de première espèce F^ , lesquelles découlent de Téqua- 
tion algébrique qui correspond à l'équation transcendante F^3=F^,+F^^. 

Propriétés des fonctions de la seconde espèce* 

338. Pour que la fonction designée généralement par 4*^ devienne 
E^, il faut, en supposant toujours j:= sin^, faire ya:=:(j: — a)(i — k^x*)} 
car alors on aura 

La fonction de première espèce F^ étant supposée satisfaire à l'équation 

F^, + F(p, — F^s = o , 

nous allons rechercher quelle sera la valeur d'une quantité semblable- 
ment formée des fonctions de la seconde espèce; cette valeur sera, con- 
formément à la formule générale, C+n(X), C étant une constante et 

n(X) désignant le coefficient de - dans le développement suivant les 

puissances descendantes de x, de la fonction 



igS FONCTIONS ELLIPTIQUES, 

soi' -=j^« '=iV(l1) = S-î^\/(F^)' °" »"" 
X = * /( — ^^^) log -^--- Négligeant les «• dans le développement 

de X suivant les puissances croissantes de i^ , et observant que la sup- 
position ^^ = o, faite cî-dessus, donne û' — c*=o, ce qui permet 

de prendre a = c, on aura z = ' _^ ^^^ = ^ ( i + Mm) , en fâi- 
sant, pour abréger, M = — — j = — ^^ ' ; donc 

x=*.og(i4-:)=*iog(,^±fy±îg> 

De Ik on voit que le coefficient de u appelé n(X) dans le théorème 
général, aura dans cet exemple la valeur 

n(X) = A..M(^^ + î~r7.), 

OU en réduisant 

Mais dans le cas de ^^ = o , qui est celui dont nous nous occupons , 
si Ton égale entre eux les coefficiens de œ dans les deux membres de 
l'équation (7) , on aura aaa^ — 2CC, = — x^x^œ^ , ou 

3c(c^ -p-a,) ==sin^j sin^.sin^s ; donc n(X) =s: Â^sLa^iSia^» sia (ps; 

doQc OB «iu« pour les fonctions Ë^ , appliquées aux valeurs particu*- 
lières ^i , ^a > ^s ^ l'équation 

E^, 4- E^. — E^3 = C H- 4^ sîn ^^i sin ^^ sin (p^* 

Mais le cas de ^,=0, donne ^j=^., d'après l'équation F^j+F^^ — F^s^=o; 
donc on a aussi dans le même cas E^^ = E^., et par conséquent C=o; 
donc on a simplement 

Ef. -f- E^a — Rps = A!*3in^,sinip«sin ^3. 

Ce beau résultat , connu par 1a théorie des fonctions elliptiques , se dé« 
duit donc des formules du théorème général. 

Oa va voir ifoe ^u même théorème peuvent être tirées également 
toutes les formules relatives k la comparaison des. foosAorn eUjptîqoes 
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de la troisième espèce, dans les difierens cas dont elles sont suscep- 
tibles. 

Propriétés des fonctions elliptiques de la troisième espèce. 

339. Pour parvenir plus aisément à un résultat qui soit conforme aux 
formules connues , considérons la formule suivante, formée de deux fonc- 
tions qui se déduisent de la formule générale , en faisant ^x = i . 

j,x=-r r - f ^ 1^ r ^'^^^ 

^ 2Ly(Jf4-«)»/(fx) J ex - a) i/(fx) J ~ J (*•— X*) \/(^x)* 

La formule générale étant appliquée aux trois valeurs particulières de x 
doniiera 

4x, + 4a:, — 4^:3 

+-_f_ w Q ( - ^) i/»t^) + ft.( — ^) l/(^>^) 

formule oii Ton remarquera que la partie C + n(X) , qui était dans 
la formule primitive, a disparu dans la différence des deux équations 
formées en donnant à <& des signes différens, ce qui ne change rien à 
cette partie. 

Le second membre de notre équation^ dans laquelle nous ferons 

*■ = : " «=v/( (.-.)V-.) )'"" 

^ {en- + a) \/{k^ — n)— {crà + c J |/(i — n) 

^ N j M — ^.)t/C^' — n) + (cn^ — c, ) l/f I — n^ 

, a (en* — a,) \/(^' — H) — {crà —c,)y/{i^n) 

Cest cette quantité qui, étant réduite convenablement, donnera la va- 
leur de la somme 

n(/i, <Pi) + n(/i, <p.) — n(n, ^3), 

formée avec les fonctions de troisième espèce, comme l'ont été les 
sommes formées avec les fonctions de première et de seconde* espèces 

car • on voit que dans ce cas Finténale «J/o? s= /- f? ^ct rp- 

présentée par la fonction de troisième espèce 

n (n. <p) = fz ^--,:^, 



•^*w» i JTf 
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Soit, pour abréger, 

A = (en' — a.)|/(A:* — n) + \ct^ — <?, ) j/(i — ») , 
B = (cn^ •— «.) V/(A* -- «) — (cn^ — c.) ï/(i — n) , . 
A'= (c/i'+rtJ/CÀ-*— ra) — (cr'4-c.)v/(i— n), 
B' = (cre* + a.) i/(^* — n) + (cn^ + c.) |/(i — n). 

N B' N A 

Le second membre de notre équation sera exprimé par — - log— ,-| — log-g, 
ou par ^ log -g-^ , et l'on aura 

AA' s= (/M?*— a»,) (A:* — n) + (c*,— ne») (i — n) 

+ 2C (rt, — c, ) «• (i •— n)^(A:* — - n)* 
= c». — a^Ji- + n (a', — c*. — c'A:'*) 

+ 2c(ai — c, ) 71' (i — /^)• (A* — /!)• . 

Substituant les valeurs c',=a\Â:'+ i, 2c(a, — c,) = — sîn^.sîn^^siD^j, 
(a\ — c*) A:'* = cos^,cos^.cos^3, on aura 

AA'=i — 7ï+ncos^,cos^.cos^3 — 71= (i — 7ï)*(A' — 72)»sîn^jSm^4sin^3, 

On trouverait <îe même 

BB'= 1 — n + Tîcos^, cos(paCOS(ps4-7i»(i — 7i)»(A:* — 7ï)''sm^tsin^»sin(p3, 

Ainsi ; pour les fonctions elliptiques de ia troisième espèce y on aura 
cette formule générale de comparaison, qui suppose toujours que les 
fonctions de première espèce satisfont à Féquatiou Y^^ + F^» — F^, = o, 

n(7i, (pO + n(;?, (P.) — n(7?, ^3) 

1 1 i L , • . 



2 (i — n)*(*' — n)» I — 71 -J- 71 cos^^cos^ftCos^s + 7i»(i— 7l)a(^* — 7i)»din^,sm^sslDf s 

Voici maintenant différentes applications de cette formule. 
a3o. Soit I*. 7e=sA:*sin*^', le second membre se réduit à 

tang^l A*C + k^ sîn^ (L cos ^, co<^ ^» €0*^ ^3 — A'*sînffcosCACsîn^isin^ftSÎn^s 
2aC ^ A*C + A:' sin" C cos ^, cos ^^ cosf 3 + A" sin ^ cos C aC sîd ^1 sin ^^ sin ^s* 

Pour comparer ce résultat avec celui qu'on trouve art. 5g , tome I, 
il faudra remplacer les lettres ^ , 4 > A* ^® c®* article par ^g , ^^ , ^3 , 
ainsi que c et 8 par A: et ^. Alors en supposant qu'on détermine les 
amplitudes f/! et ^\ qui satisfont aux équations 



^?sîntt^:t7^ 
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FAt' = Fe— F?>s, Fjt^" = re + F(P3 , 

la quantité précédente s'accordera parfaitement avec celle de Fart. 59 , 
présentée sous la forme 

tan{2; ô | i -j- c* sîn ô sîn /» sîn sin -4* 

îAÔ ^ I + ^* sia B sio ^" sin ^ sin 4* 

Ce premier cas est celui des fondions de troisième espèce à paramètre lo- 
garithmique; les deux autres se rapportent aux fonctions à paramètre 
circulaire^ pour lesquelles la quantité logarithmique se change en arc de 
cercle. 

Soit donc^ 2^. n=z — cot* 6, le second membre de notre équation de- 

j slnCcosCt/ — I I /i — Zl/ — i\ 

viendra ^ — log (^ ,^z^_J , en supposant 

Zcot C^CsIn (Pi sîn ^a sîn ^3 
^=5 —5 • 

I COS' b COS ^, COSf ft cos ^s 

mais on a log (^-j-^^^— ^ =^ — T+V" = ~ ^^'~ ' "^ ^^'^S Z. 

Tk 1 av ' ' 'j A sîn C cos ff . cot CaC sîn (p, sin ^% sîn ^3 

Donc la quantité précédente = = — arc tang -tf'-^ — \. ^ ^ 9 

, * ^ Ab O I — COS b COS ^, COS ^a COS ^3 

donc pour l'intégrale U^ =z f — - — ^^ . ^ - — , on aura la formule 

__ . ._ „^ sîn C COS C . cot CaC sîn ^i sîn 0» sin 03 

# 

ce qui s'accorde avec la formule {fi') , tome P% page yS. 

Un résultat semblable s'obtiendrait dans le troisième cas, où Ton a 
n=zi — A:'*sin^ff, et qui appartient également aux fonctions de troi- 
sième espèce à paramètre circulaire ; maïs comme ce cas se ramène facile- 
ment au cas précédent, nous croyons inutile de nous en occuper. 

j^utre manière de parvenir à la propriété fondamentale des fonctixms 

elliptiques. 

35 1 • Nous avons partagé la fonction ^x en deux facteurs ^.a? =1 — ^J?% 
m^ — I — 07*; ce qui nous a conduits à une équation du quatrième de- 
gré, d'où nous avons déduit les propriétés fondamentales des fonctions 

elliptiques. 

On peut parvenir plus simplement aux mêmes résultats en faisant usage 
d'une autre décomposition de la fonction (^x. 

En effet, soit (p,a:= i -f- :r, (p.x = (i — x) (i — A*J?*)- Si Ton fait 
Tome III. ^6 
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en même temps Qx =s a -f* diX et 9,^ = c , il faudra satisfaire à Té- 
quation 

(a + a^xY {i + x) — c* (i — a:) (i — ^•x*) = (ar — sin ^0 {x — sin f.) (x — sia^}. 

En y faisant successivement or = r ^ x = -— r , on a les deux équations 

de condition 

(a, + aky (x -j- A) = (i — A: sinç.) (i — k sin ^.) (i — A: sin yx), 
(a, — aky (i* — A) = (i 4- A: sin^,) (i + ^ sîn^J (» + * 8iû^)j 

d'où l'on déduit 

Par les coefficiens de ;r^ et xl^^ on a encore les denx équations de condition 

a* — c* = — sin ^, sin ^. sin ft. 
De ces deux dernières on tire 

a*, — A*a* = I 4* Al* sin ^. sin ç, sin fc. 
Donc on a sans ambiguité 

A^,A^^|Ei =s Aï' »(" A/A^sin ^, sin 9« sin /t. 
Désignons par Ff $ le complément de F^ft, en sorte qu'on ait F^i+F^s=:F'A:. 
On pourra substituer dans cette équation les valeurs connues sin /t =: ^^, 

Aac s= — - , ce qui donnera 

A^tA^g = ^^3 + ^ sin ^, sin (p. cos ^3. 

On obtient ainsi directement l'équation algébrique qui correspond à l'équa- 
tion transcendante F^3 = F(p, + F^«> 



>«^ 










lire: ie p-«:i<r c» *x:i-î 1W« k^«ft;*ir V ^s^ j^>,-^ ^ 

«4-2 soQl otfte$>aim^ pour i)^Kn%ùwir Kw^ w^i^^e^^* ^ 

it dans la suite jr, , x;,.,, a^^ Les X autft$ ei)\i;iilK>i^ r^l^jint^ >8^^\ U 
root a détcRmoer les X autres lennes de Cf Ite $iiilc. Aùiîà Toii xwît \ju'U \ 
a dans ces eaknds deux parties distinctes» Tuiie qui detenniiH" Ws \>vili«^ 
dens des fenctioos 6x et 6^r, lautne <iuî JotonnÙH> K^ auxHiAÙwx^ 
par le mojeo des /ft — X tenues pris axÛtrairomcul iUu$ U .^wUo a\ » 

Le nombre des termes qui composent le premier momhiT d^ )\h)ua« 
tion (S), représenté par 2>|x, sera en geuéi^l fA ou an 4- Ao t>t il |hhuihi 
augmenter indéSniment , à mesui>e qu on prendra n plus giMud i n^«i» U 
pourra aussi êlre plus petit que a/i + A,, et môme no |>5i* rMVtlor N -f* t» 
quelque grand que soit n; car on peut supposer nuU| ou )>)uttNt iuDui- 
ment pelils, plusieurs des termes pris dans la suite a\» j\«.«, .r^i et )d 
nombre peut même en être porté jusqu'à ^ — «N — i| do sorlo qui» Iti 
nombre des termes du premier membre de Icquation (!^) ne Kern quo 
N + !• ^^ P^ut même, à la rigueur, supposer que le doul tenue Um6 
arbitraire dans la suite a?,, ^^^....x^ est encore inlinlmcnt )witt | el aIoih 
les N auxiliaires ou non arbitraires de la même suite entreront mmiIm dnnii 
le premier membre de Téquation (5) , pour former une (iqualion enh*ti N 
fondions, nombre absolument le plus petit possible | et ce qui ewt ti*^il 

a(>. . 



«.';• 
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remarquable, c'est qu'on pourra former une infinité d'équations de cette 
sorte 9 en donnant à n toutes les valeurs possibles. Voici maintenant quelle 
doit être la marche de l'analyse, suivant les difiërens cas. 

233. Soit t l'une quelconque des quantités a:,, x^..,.Xfj^. Si l'on fait 
jtr = ^ dans l'équation (2), le second membre deviendra nul, et du pre- 

mier on déduira G.* = Bt J(^^\ = 5i^\ Soit T = i^, et l'on 
aura 
(10) c + c,« + cjb^ + ..•. + c„^" = (a 4- a,t + aj.^.... + aj^) T. 

Cette équation se répétera autant de fois qu'on aura de valeurs arbitraires 
tif t^y U9 etc., à substituer au lieu de ^, ce qui fera connaître autant de 
valeurs particulières de T, désignées par T,, T., Ts, etc.; et comme 
on a 772 -f- 72 *{- 2 coefficiens à déterminer, savoir, a, a. , a^ • . . . a^, 
c, c, , Ca . . . • c« , il faudra prendre arbitrairement 771 + 71+1 termes 
de la suite a:,, ûo^, a:^....ûc^. Ces termes ^, , t^, ^3«-'»^m4-ji4-t ^ étant mis 
successivement, au lieu de t, dans l'équation (10), avec les valeurs cor- 
respondantes de T, on aura 772 + 72+1 équations linéaires d'où l'on 
pourra toujours tirer les valeurs de toutes les quantités 



a a^ a^^ a„ c, c. C3 c„ 

c^ c ^ c c ' c ' c ^ c c 



lesquelles sont au nombre de 772 + 72 + i . Il ne restera donc à déter- 
miner que la valeur de c; c'est ce qui se fera immédiatement en éga- 
lant à l'unité le coefficient de xi^ dans le premier membre de l'équa- 
tion (2). 

Si A est impair, ce coefficient sera celui de la plus haute puissance 
de X contenue dans le produit {^xY^^x ^ savoir, {a^yb^ , en supposant 
que b^x^' est le terme de ^.«r où l'exposant de x est le plus grand. On 
aura donc {a^yb^ = i , d'où résulte 

i = (?)■*• > 

et comme — est connu, on aura la valeur de ~ , et par conséquent celle 

de c. Sur quoi il faut observer que si ô, était négatif, on devrait néan- 
moins le prendre positif, afin que c soit réel, changement qui n'aura 
d'autre eflet que d'affiîcler du signe — le second membre de l'équation (5). 
Si A est pair, et qu'on ait pris le degré du polynôme QiX comme il 

a été dit (art. 2x5), le coefficient de x^ dans le produit (d|X)*^«ar sera 



V 
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(c„,Yb^, en supposant que *,ar^' est le terme de ^^x où l'exposant de a: est 
le plus grand; on aura donc, dans ce cas, Téquation 

d'où résulte 

? = (?)■*■ - œ"*- 

Le second membre étant connu, devra être pris positivement ^ quand 
même il serait négatif, afin qu'on en tire une valeur réelle de c, et cette 

valeur étant combinée avec celles de —, —•...—, —, —,...—, on con- 

c ^ c c ' c ^ c c ^ 

naîtra tous les coef&ciens des fonctions ftr et B^x. 

254. Soit maintenant af"^*^' — A.o:"**"" + A^j^"^"-' ± A„^,^. le po - 
Ijrnôme qui résulte du produit de tous les facteurs connus 

{x — t,) {x — Q {x-^ts)... .(x — ^«^.^.,), 
et 

^m P 2?^ — I J- P /rW— 2 _ =t: P 

le polynôme qui résulte du produit de tous les facteurs inconnus 

le produit de ces deux polynômes, affecté du signe + ou du signe — , 
selon qu'on aura conservé ou changé le signe de la valeur de c*, devra être 
égal au premier membre développé de l'équation (2). De là naîtront plus 
d'équations qu'il ne faut pour déterminer tous les coeiBciens P, , P».*. .P^. , 

de l'équation algébrique du degré N, dont la résolution donnera les N 
termes non arbitraires de la suite x^, x^, x^. . , .o:^. 

Cette méthode est générale et ne souffre aucune exception tant que les 
termes pris arbitrairement dans la suite x^, x^. . . .Xfjt sont inégaux entre 
eux. On doit même remarquer que chaque valeur de T peut être prise in- 
différemment avec le signe -{- ou avec le signe — ; d'où il suit que le 
nombre de solutions obtenues avec une série de m + /z-f- 1 termes pris 
arbitrairement est en général 2"*****, solutions qui sont toutes admissibles 
analytiquement, mais parmi lesquelles il conviendra de rejeter celles qui 
ne donneraient pas des valeurs réelles pour chacune des auxiliaires déter- 
minées par l'équation algébrique du degré N , dont elles sont les racines. 

255. S'il y a des termes égaux parmi ceux qu'on prend arbitrairement , 
la méthode devra subir les modifications conformes aux règles ordinaires 
de l'analyse. Si, en particulier, on veut que parmi les termes pris arbi- 
trairement dans la suite x^, x^, • , ,XfA il y en ait un certain nombre y qui 



\/C 
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soient nuls^ ou plutôt: qui soient égaux à une même quantité infiniment 
petite , il faudra que la suite infinie reBultant du développement de 

6x ± 6,x \/(~) f suivant les puissances croissantes de la quantité infi- 
niment petite ûc, prenne la forme 

jc^ (Ao -|- A^x + A^x* + etc.); 

c'est-à-dîre que les y premiers termes de la série disparaissent » en égalant à 
zéro leurs coefficiens , ce qui fera y conditions correspondantes aux y va- 
leurs égales et infiniment petites de x. 

L'expression de ces conditions ne sera sujette à aucune difficulté , 
si la fonction <px n'est pas divisible par x, parce qu'alors la quantité 

— ) peut élre développée en une suite A'+B'or+Cx^-J- etc. ^ dont 

les premiers termes sont toujours faciles à déterminer, et Ton aura im- 
médiatement les équations linéaires qui expriment que les y premiers 
termes du développement de la quantité 

^x db 9|JC (A' 4- Bx + Cx^ + etc.) 

se réduisent à zéro. 

Mais si <px est divisible par x, auquel cas l'un des facteurs ^iX, (p^x 
est aussi divisible par x^ il n'y aura plus lieu de se servir du facteur 

Ba^rfcGjO: i/(— y> q^i contiendrait dans la seconde partie des puis- 
sances fractionnaires de x. Il faudra donc développer tout au long, sui- 
vant les puissances croissantes de a: ^ le premier membre de l'équation (3), 
c'est-a-dire la quantité 
(a + a^x + a,x\.., + a^ytp^x — (c + c^x + c^\... + c^'^Yip^x, 

et l'on égaiera à eéro les coefficiens de x^y x\ x*,... jusqu'à x"^ exdu- 
sivement , ce qui fera y équations de condition correspondantes aux y 
données égales et infiniment petites. Le reste du calcul sera le même que 
dans le cas des racines inégales. 

Les calculs précédens sont fondés sur ce que , ayant pris à volonté le 
nombre n, on déterminera le nombre m de manière que la différence 
(an •+■ X,) — (3m + A.) soit zéro ou ï, selon que X est pair ou impair. 
Dans ce système, le nombre des quantités non arbitraires de la suite 
Xt, x^....Xfxest toujours égal au nombre N, qui désigne la classe des 
transcendantes dont on s'occupe ; et Ton trouvera facilement que le nombre 
des quantités non arbitraires deviendrait plus grand si l'on déterminait m 
de toute autre manière. 
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§ VI. Formules pour calculer par approximaiion les intégrales 



■^^^fv^y ^'"'^/^ 



dx 



1/(1+^)* 



256. Nous nous proposons de développer avec quelque étendue les 
propriétés de la transcendante 4^^ = / . \ /t — > > ^^ supposant.. . . 

^x = I -— a^. Ce cas, qui appartient à la seconde classe des transcen- 
dantes comprises dans le théorème général , est à peu près le plus simple 
de ceux que nous pouvions prendre pour exemple; mais il suffira pour 
donner une idée des nombreux résultats qu'on peut obtenir, dans 1 ana- 
lyse de ces transcendantes, à l'aide du beau thécMrème dont la décou- 
verte est due à M. Abel. 

Pour cela, nous commencerons par examiner le cas le plus simple de 
tous ceux qui répondent à la même valeur de (px^ c'est celui de l'inté- 

. _ — 57, qu'on supposera toujours prise à compter de 

X = o. 

Cette intégrale, dans le sens positif, ne s'étend que depuis ^ = o jus- 
qu'à :r= I , car passé jc = i, il est clair qu'elle deviendrait imaginaire: 
aussi verra-t-on, dans tous nos exemples de calcul, que les valeurs posi- 
tives de X , prises parmi celles que nous avons nommées auxiliaires ou 
non arbitraires j n'excèdent jamais l'unité. A la limite 07= i, l'intégrale 
est complète, et l'on peut en exprimer la valeur exacte au moyen des 
fonctions T, qui en donneront en même temps une valeur très ap-« 
prochée. 

Dans le sens négatif, le signe de x change, et Tintégrale >|/( — x) de- 

vient ^-^A/x^ en supposant '^^x = / — ^ . . Cette nouvelle intégrale 

s'étend de or =: o à :r = ~ ; sa valeur complète ^era done représentée par 
4/' I, et Ton sait, d'après la théorie des intégrales Eulériennes, quelle peut 
encore être exprimée par les fonctions F. Nous allons d'abord donner les 
expressions de ces deux fonctions complètes, ainsi que leurs valeurs na«* 
mériques approchées. 

^ devant être prise depuis a: = o jusqu'à 

X = I , si l'on met x^ à la place de ^ ^ elle prendra la forme 

f\j^ * d!r (i — x)* " , et ses limites seront toujours jc = o et jc ssi; 
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maisy par les propriétés connues des fonctions T, on a (tome II, page 4^?) 
pour les mêmes limites la formule 

faf-'dx ( I — xy-' = ;rr^-^. 

Donc l'intégrale complète 

! _ > LilÀ — 7 -i r(i.ao) 
'4'* — 5- r^ — TST"^ •r(i.7o)^ 

quantité dont le logarithme se trouvera par la table des fonctions T, 
comme il suit : 

^ 9-84509 80400 14 ' 

TT^ 0.24357 49563 47 

r(i.2o)... 9.96292 25o38 14 

o.o5659 54801 75 
r(i,7o).. 9.9585g 12456 92 

•>[/i 0.09820 4^344 8^' 

G)nnaissant 4 1 9 on aura immédiatement >}/' ^ par la formule 

fv^^) = ^^^ 'sfvFT^y *^""' "' P^^' ^^^' d'oÙTésultç 4'i= -^. 

41 0.09820 42544 83 

cos g 9.90795 76445 86 

4' i o. 19024 65898 97. 

Au moyen de ces deux valeurs logarithmiques, on aura les valeurs ap- 
prochées 

41 = 1.25575 06248 17 

4':^= 1.54969 62777 47. 

On verra dans la suite que ces deux transcendantes, qui sont entre elles 

:; cos s : I ou :: i.|/5 — i, sont les deux élémens- par lesquels on 

peut toujours exprimer exactement la constante qui forme le second 
membre de l'équation (5) , dans le cas où les fonctions '\x et 4'-^ con-r 
tenues dans le premier membre sont de la première espèce , exprimée 

tant plus remarquable , qu'il a lieu quel que soit le nombre de termes 
contenus dans ce premier membre. On verra que des exemples nombreux 
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appuient cette assertion , que la théorie n'a pas jusqu'à présent établie 
d'une manière absolument certaine : aussi la yérifîcation qui en a été 
faite, dans les cas particuliers, a presque toujours causé une sorte de 
surprise au calculateur; et cependant la confiance quelle a fini par lui 
inspirer l'a mis à portée, nombre de fois, de reconnaître les erreurs qui 
s'étaient glissées dans ses calculs , toutes les fois qu'ils paraissaient ne pas 
satisfaire à la propriété énoncée. 

a58. Venons maintenant aux moyens de calculer, par approximation , 

rrr-zrz&\9 P^^r toute valeur donnée de x. Il y a 

deux cas à consu^érer : 

1 *. Si X* est < j , il suffira d'employer la formule que donne l'inté- 
gration par série , savoir : 

^ • ■ b ' 2.4 II 2.4.0 16 ' ^ 

mais il sera bon de lui donner la forme suivante : 

^ ^x =x -^ Voc^ (8.92081 87539 52) + Vx^ (9.92520 :i44i5) 

+ Pjr^ (9.61 181 98286) + Vx' (9.95291 12609) 

+ Vx^ (9.75809 14565) 4- P^5 (9.95917 87630) 

H- Vx^ (9.82390 87409) -^ Vx^ (9-94457 47863) 

('^)<( + P^ (9.86148 84562) + Px* (9.94875 25602) 

+ Vx^ (9.88582 50932) + Vx^ (9.95249 i5i94) 

+ ^^ (9-90287 45097) + Pjc* (9-95572 14996) 

Vx? (9.91548 99205) + Po:* (9.95854 02889) 

+ etc. 

Dans chaque terme Pjt* (A) dont le rang est 71 , P désigne le terme 
précédent du rang n — r, dont on a calculé le logarithme. U faut joindre 
à ce logarithme celui de ^, ainsi que le nombre A , qui représente le 
logarithme du facteur par lequel il faut multiplier le coefficient du rang 
n — i y pour avoir le coefficient du rang n qu'on calcule. De cette ma- 
nière , on forme successivement les logarithmes des différens termes de 
la série , lesquels termes sont d'autant plus petits qu'ils sont plus éloi- 
gnés du commencement de la série. Par cette raison, les logarithmes ren^ 
fermés entre parenthèses pourraient être diminués d'une décimale, à des 
intervalles de trois et quatre termes alternativement; mais nous leur avons 
laissé le nombre constant de dix décimales^ que chaque calculateur pourra 
dimioLuer à son gré. 

Tome III. 27 
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Si x^ est très près de la limite î ^ le résultat de la série , qoe nous 
ayons bornée au dix^eplième terme ^ ne pourra être en défaut que d'une 
ou deux unités au plus , dans la septième décimale ; mais mo^rennant la 
correction quon pourra lui ajouter , il deviendra exact jusqu'à la neuvième 
décimale. 

8oit A le dernier terme calculé, B rayant-^demier, on pourra supposer 

A* A* A* 
que les termes qui suivent B et A forment la progression -g* > 5; i p> etc., 

A* 

dont la somme est := r» Cette somme, toujours facile à calculer, de- 

vra être ajoutée à la suite de A , pour tenir compte du reste de la série* 
Lorsque x^ sera moins pr« s de la limite |-, il faudra employer moins 
de termes de la série pour obtenir un égal degré d'approximation , eu 
tenant toujours compte de la correction qu'on vient d'indiquer. 

2®. Si or* est > î , il faudra calculer la partie de Tintcgrale comprise 
depuis 3(^>\ jusqu'à jt:= i. Cette partie étant trouvée, on la retran* 
diera de l'intégrale complète représentée par 4' > et le reste sera la va- 
leur àe ^x. 

Pour trouver la portion d'intégrale dont il s'agit , soit i -^ jr^ = u, 

4 dx — ^ - * 

OU a: = (i — m)", on aura . _ ^ z= — \u *du(i — u) ^. Faisant 

donc U=/j2r*Vw(i «— m) *, cette intégrale, qui devra être prise 
depuis n = jusqu'à us=z i — -x*, sera exprimée par la série 

U = ^K ^i-t- 5 .3-1-5-^.5 •+-g;^^.--t-etc.^, 

d'où l'on tire la formule suivante, pour faciliter le calcul numérique 
de U, 

U = f w* + Pi* (9-42596 875^3 72) -f. P« (9.94193 5485i) 

+ P££ (9.73259 57598 25) + Vu (9.94776 o38i9) 

-4" Vu (9.82390 87409 4) + fw (9.95352 25291) 

/,5V ) + Pm (9.86857 9i558 6) + Vu (9.95648 85886) 

^ ^ ^ +Vu (9.89512 10575) + Vu (9/95984 28619) 

•4- Vu (9.91272 60760) + Vu (9.96271 68170) 

•+• Vu (9.92526 29659) 4- Vu (9.96520 67604) 

+ Pw (9-95464 69554) + etc. 

Cette valeur étant trouvée , on aura 4*^ s= 4 ^ -— U. 
239. Proposons-nous maintenant de trouver, par appraadmation, l'autre 
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— T— p-^. Si Ton a x» < I, U Tdear de cette îû- 

t^gnle sen 

., 1 jr* . 1.3 X»' 1.3.5 x}^ . , 

Celle euile k calculefa par la fermiile (la), en ajant soin seulement 
de donner le signe •*- aux termes de rang pair. La série étant calculée 
JQSqn'ani terme db A, qu'on suppose précédé du terme ^pB, le reste de 

la série^ dont il fimt tenir compte, pourra être exprimé approximatiTement 

A* 
par zp ^ * On pourra ainsi trouyer une yaleur suflSsamment appro- 
chée de '^'Xf tant que a^ n'excédera pas 7; mais pour aller jusqu'à x;^ i, 
il conyient de suiyre une autre formule. 

Soit, pour cet effet, — j----5=:ii, ou acr*s=— — , on aura 

et en inférant par série, 

-^X—u ^'-t-,o-6^^ï^rïS-ii^ io.ao.3o- 16^*"^;» 
œ qai dodney pour le calcul numérique, la formule suivante : 

4'x = «î -f- P« (9.06694 67896 5o) + Pa (9.94i95 95899) 

4- P« (9-66617 74909 4) + P« (9-94757 53416) 

-»- P« (9.79151 5aii9) 4- P" (9'95»86 28077) 

-f- Vu (9.84804 34207) -h P« (9.95564 6a68a) 

(i4) { + P« (9.88057 58oo4) + P« (9.95887 8ii85) 

4. Ptt (9.90135 5a594) + P« (9.96167 o85a2) 

-f P« (9.91605 59557) -H P« (9.96410 82452) 

-+- Pu (9.92691 95822) -h etc. 
Pu (9.^550 27682) 



L'usage de cette formule doit être borné k la limite x = i ; si Fou 
a x^ \, il faudra faire une autre transformation. Soit alors 

^-î^= tt, OU ^ = î^?, on aura --i^^ 

Soit donc V z=i f^u"^du{i—uf ^. Cette intégrale étant prise depnn 
tt = o jusqu'à m= l^J^ f ^° aura l'intégrale cherchée >J/'x = 4/'i— U. 
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Or l'intégration par série donne 

U = a«-(3+ 1.73 + 577^. ^4- 5773775.33 + etc.;, 

ou en adaptant cette fomnule au calcul numérique 

U ï= |u^ + Vu (9.26626 78894 o5) H- Pk (9-94o85 55o66) 

-I- P« (9.70645 80257 3) + Pm (9.94687 17996) 

-H P« (9.81525 06728) H- P« (9-95'7» 985i5) 

. .. j *+ P« (9.86276 90896) + Pm (9.95587 40955) 

^*^'' ^ + Ptt (9.89146 58190) . H- P« (9-95953 00878) 

H- P« (9.91021 2o655) + Pm (9.96236 66542) 

+ P« (9.92342 85620) 4- P« (9-9648' 5o63o) 

H- P« (9.95324 93854) + etc. 

240. Cette formule peut être employée depuis x=i jusqu'à x=s^} 
mais pourvu que x^ sui-passe 2, on pourra faire usage d'une formule 

plus simple que donne la substitution x=-; on en tirej ^^ ^ + «* ) 

par série, 

_. l/i I H» , 1.3 «'• 1.3.5 a", ^.^N 

U = 2«-(3--.73 + ^.^-~^,6-33 + «*<^-> 

ce qui donne pour le calcul numérique la formule 

U = Ja* — Pm' (9.06214 79067 49) — Viâ (9.92577 i56oi) 
+ Pm» (9.62727 67796 80 + P«' (9.95336 93291) 

— Pï<' (9.76403 265oo 9) — P«* (9.95955 55951) 
+ p^^ (9.82705 55575 2) H- Pz/» (9.94468 99265) 

y^J] — Ptt« (9.86345 50954) — Pïz* (9.94902 oi5i2) 

-h P«« (9.88714 C7593) + P«« (9.95272 i3563) 

— P«' (9.90585 5ooGo) — P«» (9.95592 15498) 
+ Ti^ (9.91621 60442) + etc. 

U étant trouvé, on aura 4'^ = 4'© — ^* 

Telles sont les formules les plus simples par lesquelles on pourra le 
plus souvent calculer jusqu'à la dixième, et quelquefois jusqu'à la dou- 
zième décimale, ou même au-delà, la valeur de 4^ ^^ celle.de 4'^* 
Voici maintenant quelques exemples de ces calculs , qui auront leur 
application dans les recherches suivantes. 
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Exemple I". 
i^\. Les nombres a et ^ étant déterminés d'après les formules 



= v/C-i^)-(^)' 



5 — F»\ . 3 — m 



OÙ Ton a m=s v^5 = 2.356o6 79774 99788; ,on demande les valeurs 
de \it et ^'^y approchées jusqu'à la dixième décimale au moins. 

Pour obtenir plus facilement les valeurs numériques de « et ^, j'ob- 
serve qu'on a, d'après la table III ^ tome II, 

^(g + a) = y/(^=^) = a sin 56- = 1.17557 o5o45 84946, 
\{^ — a) =5 ~ ^ =2 — 2COs56*= 0.58196 60112 5oio6; 



j^ j^ f ^ = 1.55755 65i58 55o52, 
t a = o.7q56o 44q55 5484o. 



79560 44955 5484< 

Pour avoir le logarithme de a, je remarque que 7956 étant le produit de 
a56 par 3i, on a, par la table de Gardiner, 

log (0.7956) = 9.89960 16591 46122. 

Faisant donc a =0,7956, ^s=: 0.00000 449^^ ^484 > ^^ appliquant les 
formules log (a + a:) = log a 4- R , log R ss log (^) — \-~ f ou 
m's=3 0.434^9» ^^^•f on aura 

log â& = 9*89960 41180 9900. 

Ensuite, puisqu'on a «6 = m — i = 4 sin 18% on trouve, par la table m, 
loga£= 0.09204 25554 i4û5, et par conséquent 

log^ = 0.19245 82573 i5o5. 

Calcul de >|/ct. 

243* Puisque, d'après la valeur trouvée, on a a^ < 7, il convient de se 
servir de la formule (12), dont les différens termes, désignés par i), 
2), 3), etc., se déduiront de leurs valeurs logarithmiques comme il suit : 
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i) ou et....; 9.89960 41180 99 4-74967 79904 

a*.... 9.49802 05904 95 9.49802 05905 

8.9:1081 87539 5a 9.90287 45097 

2) 8.5i844 34625 46 8) 4.i5o57 50906 
9.49802 05904 95 9.49802 o59o5 

9.61 181 98286 2 9.91548 99205 

5) 7.42828 588i6 6 9) 5.55408 56oi6 

9.49802 05904 9 9.49802 05905 

9.75809 i4565 9.92520 244^3 

4) 6.68439 59286 5 10) 2,98730 66334 
9.49802 o59o5 9.49802 05905 
9.82590 87409 4 9.95291 12609 

5) 6.00652 52600 II) a .41825 84848 
9.49802 05905 9.49802 o59o5 
9.86148 84562 9 -959 «7 87650 

6) 5.56585 48067 12) i ,85545 78585 
9.49802 o59o5 9.49802 05905 

9*88582 50952 9-94457 47^5 

» ■ — '■ 

7) 4-74967 79904 «5> 1.29785 5ai5i 

etc. 

i) = 0.79560 44955 55 8) =s 0.00000 i4i44 o5 

2) 2o8ï 82157 i5 9) 5665 04 

3^ 268 09201 67 lo) 971 20 

4) 48 54995 88 II) 261 96 

5) 10 14671 o5 12) 71 69 

6) a 52i85 08 i5) 19 85 

7) 56192 45 R 7 71 

Il - ■ - - - - ■* — 

0.81771 74314 59 '914*^ 4^ 

19141 48 

>|/a = 0.81771 95456 07. 

Calcul âe 4'^* 
245. Oa appliquera dans ce cas la fiMmute (iS) ; et d'abord narmflMinnt 

log C ="^0.19245 82875 i5, 
log €*=s 0.9621g ri865 75, 
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il iaut déduire de ce dernier le logarithme de i + ^'^ ^î fera connaître 

celui de tt = ^ , ^ « 

Four cela, je remarque qu'une valeur approchée de f est...... 

9.i66a5 = ^^ = ^^ dont le logarithme , calculé atec la décimales 
par la table V, est 

log a = o.g6ai9 16980 o4; 

de sorte qu'en faisant r ss 0.00000 o5 1 x 4 29 » on aura log £^=2 log a — r. 
Maintenant on peut connaître, avec une semblable approximation, le lo- 

garithme du nombre i + a = -g^ = 0.57$ X ^71 î : ce logarithme est 

log (i + a) = 1 . 007 16 07853 o8a. 
Il ne reste donc plus qu'à appliquer les formules connues 

log(i + C») = l(i + a)-R, ^^^T^r^^ 
logR=:l(iïO — ir'. 

En Toici le calcul : 

r 5.70878 555o5 

i-f-a. 1. 00716 07855 i + tf.... 1. 00716 07855 08a 



r' a. 70 162 4565a 



R*.* • 461 1 ^^4 



a 0.96319 16980 1 + 6*... 1.00716 o5a4i 858 

— Jf^. — aSi u 8.99a85 96758 \/^. 

R 3.6G58I 6a58i 

Au moyen de la valeur logarithmique de tt, on procédera au calcul de la 
formule (i5) comme il suit : 
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• 

¥ 


9.69785 19027 4426 
9.82590 87409 4452 




5.28625 62590 7 
8.99285 96768 l 
9.86276 90806 


U 


9.52176 06456 8858 
8.99285 96768 142 
9.26626 78894 o5 


5) 

• 


4.14186 50244 8 
8.99285 96758 I 
9.89146 58190 


a) 


7.78086 82089 08 
8.99285 96768 14 
9.70645 80267 5 


6) 


5.02616 85192 9 
8.99285 96758 1 
9.91021 2o655 


5) 


6.48016 69104 62 
8.99285 96768 14 
9.81520 06728 


7) 


r 

1.92922 02684 
8.99285 96768 
9.92542 86620 


4) 


5.28626 62690 66 


8) 


0.84548 84962. 



Pour trouver avec 12 décimales le nombre dont i) désigne le logarithme^ 
voici le procédé dont on use ordinairement, pour suppléer aux tables qui 
n'ont que dix décimales. Par les tables ordinaires, on trouve que o. 552476 
est une valeur approchée du nombre que Ton cherche ; pour en trouver 
commodément le logarithme avec 1 2 décimales ou plus, je réduis ce nombre 
à 552475 = 405 X 825. Soit donc « = o.552475, et l'on aura, par la 
table I de Gardiner, 

« 

log a = 9.52175 89946 9105. 

Appelant Â le nombre cherché, on aura log A =: log a *f- r, en faisant 
r =s 0.00000 16489 9755. On déterminera ensuite A — a par la formule 
très simple log (A — ^) = log (^Mr) + ^r, dans laquelle M est le nombre 
connu 2 . 5o25, etc., dont le logarithme = o. 56221 56887, 

a 9.52175 89946 9 

M 0.56221 56887 

r 4*^^7^2 ooio5 5 

8245 o 

A — a.... 4-ÏOII9 55182 2 A — a = 0.00000 12625 9574; 

donc A = 0.55247 62625 9574- 

On pourra calculer d'une manière semblable le terme 2 ) ; les autres se 
calculent par les tables ordinaires, et l'on a les résultats suivans : 
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1) = 0.53247 62623 957 6) = 0.00000 01062 108 

2) 6o3 76558 281 7) 84 961 
5) 5o 2no5 652 8) 7 006 

4) I 93310 863 R 0646 

5) i3863_249 „54 721 

o. 55885 67441 982 o. 53883 67441 982 

U = o. 35883 68596 703. 
Connaissant U , on aura 

4'^ = 4'i — U = I.2I085 94180 77. 

Exemple II. 
244- I^s nombres « et ^ étant déterminés par les formules 

. = 14^ _ ^/(i±i=), 

ou ion a =1 + 2 cos 56® et t/( j = 2 cos 18% 

on en tire, par la table III, tome II, 

et = 0.71592 09561 59586, log a = 9.85486 5075 I 0294, 
€ :;= 4*53oi4 70215 4^^02, log C = o.655i5 256o8 1099. 

n s'agît ensuite d'avoir les valeurs de «^/'a et 4'^- 

Calcul de 4'*- 

Puisqu'on a encore et?<iif il conviendra de se servir de la formule (i 2), 
dans laquelle les termes de rang pair devront être pris avec le signe — . 
Voici ce calcul : 
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i) a.... 9.85486 5o75i 0294 4'2026i 91888 

a*... 9.27452 55755 147 9*27452 55755 

8.92081 87559 52 9-88582 5o()52 

2) — 8.o5ooo 92045 696 7) 5.56276 76575 

9.27452 55755 147 9.27452 55755 

9.61181 98286 9.90287 45097 

5) 6.95615 4408G 84 8) — 2.55996 75427 

9.27452 55755 i5 9.27452 55755 

9.75809 i4565 9.91548 9Ç)2o5 

4) — 5.96857 12407 9) 1.72978 2S587 
9.27452 55755 9*37452 55755 
9.82590 87409 9.92520 24^15 

5) 5.06680 55571 10) — 0.92951 o6555 
9.27452 53755 9.27452 55755 
9.86148 84562 9.95291 12609 

6) — 4>3oa6i 91888 u) o.i3654 7^9*9 

9.14773 79 

R — 9.28428 52. 



1) = 0.71592 09561 596 0.70548 08687 120 

2) — II22 04225 496 7) 25o5 5i5 

0.70470 o5558 100 
5) 86 32854 355 

0.70556 58192 533 

4) — 9 50189 088 

0.70547 o8oo5 245 

5) I 16628 679 

0.70548 2465 I 924 

6) — 15944 804 

0.70548 08687 lao 



8)- 


10993 633 
546 711 


9) 


10645 933 
53 676 


10)- 


10699 598 
8498 


") 


10691 100 
I 369 


R — 


1069a 469 
19a 



*>!,'« = 0.70548 10692 277. 
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Calcul de '\'€. 

Il convient, dans ce cas, de faire usage de la fonnule (16), dont voici 
le calcul : 

é o.655i5 a56o8 ii 1) = o.oôgSy i5io6 S6a 

u 9.54484 74591 89 ^^ "~ 424^9_447 

i ^ , ,T f /tf 0.06956 70686 9i5 

K' 9.6724a 57195 945 . n K^ 

f 9.8a590 87409 445 ^ 2^ 

i) 8.841 17 98997 278 .) _ ^''^^ ^% 

i^ 6.72435 71969 45 

9.06214 79067 49 U= 0.06956 70696 442 

2) - 4^62756 50034 23 "^'^ = 1.54969.6277747 

6.72425 71959 45 4'^= 1.48052 92081 o5. 
9.62727 67797 

■ ' * Il I ■ Il ■ M 

3) 0.97907 89781 
6.72425 71959 
9.76403 265 

4) _ 87.46734 882 

Exemple III. 

Voici encore quelques exemples qui auront, ainsi que les prëcédens, 
leur application dans les recherches suivantes : 

4ï = o.5oi3i 9o356 614, 

4'r= 0-49871 42706 664, 
4'i == 0.93885 14394 40, 
4'2 = i.5i483 28467 595. 

Les deux premiers ont été calculés par la formule (12), les deux autres 
par la formule ( 1 5 )• 
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§ VIL Application du théorème général au cas de la fonction 

^jr = I — x^^ et en supposant fji=i 5. 

a^5. Dans cette supposition, nous bornons à cinq le nombre des trans- 
cendantes '^x ou '^^ûc formant le premier .membre de Téquation (3). 
Parmi ces cinq transcendantes, trois sont censées connues par autant de 
valeurs particulières de a: prises à volonté, et qui serviront à déterminer 
deux autres valeurs de a: nécessaires pour compléter le nombre de cinq 
transcendantes avec lesquelles se forme le premier membre de l'équa- 
tion (5); et comme sur les trois valeurs arbitraires de x une, deux et 
même trois peuvent être supposées nulles, les calculs que nous allons dé- 
velopper s'appliquent non-seulement au cas où les fonctions comprises 
dans le premier membre de l'équation (5) sont au nombre de cinq , mais 
encore à plusieurs de ceux où les fonctions sont au nombre de quatre , 
trois ou même deux seulement. 

Cela posé, on sait qu'en faisant m = \/5, le binôme i — x^ est 
le produit du facteur simple i — ac par les deux facteurs doubles 

I 4- ^\ 2, J + ^* et I — jcÇ^^—^j -I- j:%- on pourra donc faire 

(p^x = I + o: . f- X*. 

Prenant en même temps ôj?s=sd + a: et Q^xz=c + c^x, il faudra, pour 
la solution de notre problème, satisfaire à l'équation 

(17) {c+c,x)^Çi+^.'^'+x^)—(a+xy(^i^x.'^^ 

Z=z{x^X,)(X'—X^) (x-^Xs) (X—Xj^) (x—Xs), 

dans laquelle on remarquera que (a -|- xy est mis k la place de (a + £ï,a:)% 
qu'indique la forme générale de Gx, parce que le coefficient de x^ devant 
être le même dans les deux membres, il aurait été nécessaire de faire 
(a,)' = I , ce qui permet de prendre a, = i . Si l'on remarquait que les 
signes du premier membre de l'équation précédente sont contraires à 
ceux du premier membre de l'équation (2), considérée comme tjrpe de 
toutes les autres , nous répondrons qu'on peut changer à la fois les signes 
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de (PiX et (p^x, sans changer le produit (px, et sans rien changer non 
plus an second membre de 1 équation (5). 

Maintenant Tëquation (17) est préparée de manière à satisfaire à tons 
les cas particuliers que nous ayons indiqués. Elle offre , en général^ cinq 
équations de condition , dont trois sont nécessaires pour déterminer les 
coefBciens c, c^, a en fonctions des trois quantités prises arbitrairement 
dans la série ûc^, x^y x^^ Xj^, x^; elle donnera en même temps Téquation 
du second degré , qui a pour racines les deux autres valeurs particulières 
de X, prises dans la même série. Cest avec tous ces élémens qu'on for- 
mera, pour toutes valeurs données de la fonction entièi^ Jx et de la 
constante âC| Téquation (5), qui contient une propriété générale relative 
à cinq des fonctions désignées par 4<^ ou '^x. 

246. Four considérer d'abord le cas le plus simple, supposons que 
deux des valeurs arbitraires de x soient nulles; il faudra que chaque 
membre de l'équation (17) soit divisible par x*, c'est-à-dire que le coeffi- 
cient de x^ et celui de x soient nuls dans le premier membre; ce qui don- 
nera les deux équations de condition 

o =s c* — a', 

o = ^ "^' (c* + a") + 2cc^ — 2a. 

La première permet de prendre a^=ic ^ car le signe de c est à volonté 
dans le carré {c -|- c^xY, et alors la seconde donnera 

Au moyen de ces valeurs, le premier membre de l'équation (17) étant 
divisé par x% donnera pour quotient 

^3 + ^.[^c- _ (,„ - '^ - (^)] 

— (m -f- i) C* -|- (/71 -|- i)c. 

Le second membre de la même équation, divisé également par ^% ne 
contiendra plus que trois facteurs 

(x — x^) (x — x^) (x Xs)» 

Soit t la valeur prise arbitrairement de l'une des quantités or, , x^, Xsj et 
soit ar* — /7Jcr + j = o l'équation du second degré, qui a pour racines 
les deux autres quantités; ce second membre s'exprimera encore par 
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(jc — * t) (jtr* — px-^ç), et son deyeloppemetit sera 

^' — (p -h t)x^ + (/?/ ^- y)a: — qt'^ 
on aura donc les trois équations 

■ 

pt^ qt=z a^;» — 2 (m -4- i) c + m -h i , 

^/ îtt: (/7l + t)^* — (m + i)c. 
Éliminant /? et ^ de ces équations , on aura entre c et / l'équation 

o = c* (^^^ t^+ 2i ^ m — A 

— cl{m — i)^» + a(in ^ i)^ — jh — ij 

-^ t' — (P~)t^ + (m + i)t. 

Celle ci donnera la valeur de c en fonction de t^ sayoir 

3 ^ y» . . 

(i8) C = — ^-r . , 

— -î— /» ^ (m — i) / — a 

valeur qu^on aurait trouvée plus directement par la formule du n"^ sSS. 

Connaissant ]e coefficient c, on aura les valeurs de p et q par les 
formules 



;, = - i - (^)^* + (m - 0^ + 



2 ' 



(iq) ^ ^ =r — ^p ^ 2C' — 2 (m 4- i) C + m 4- 1 , 
ou q = — j — (c* — c) ; 

et la résolution de l'équation a:* — px -+- q =zo donnera les deux autres 
racines a: =2 € , j:r 2= ^ , qui serviront à former le premier membre de 
l'équation (3j. 

On voit que par la seule donnée ip dont la valeur positive doit être 
plus petite que i ^ et la valeur négative peut être d'une grandeur queU 
conque y on déterminera d'abord le coefficient c, puis les deux racines 
X = ^ ) a: =:zy f au moyen desquelles la somme des trois fonctions 
'^t , 4^^ ^7^» prises avec des signes convenables, sera égale au se- 
cond membre de l'équation (3), composé en général d'une partie cons- 
tante , d'une partie algébrique et d'une partie logarithmique , lesquelles 
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pourront être réduites à une ou à deux, ou prises toutes ensemble, sui- 
vant les difierens cas. 

247, A l'égard des signes dont ces fonctions doivent être affectées , il 

suffira de les déterminer pour le cas où Ton considère la fonction la plus 

/' dx 
j-T— r ; car nous avons déjà dit (318) 

que les signes des termes de la somme S^o*^ étant connus, on en dé- 
duit facilement ceux des termes de la somme ^-^x, qui s applique à toute 

autre fonction comprise dans la formule générale -l^x = / ; ^— . 

Nous donnerons ci-après une règle sûre et facile pour déterminer les signes 
de tous les termes qui composent la somme S^o*^, quel que soit le nombre 
des valeurs données de x, et dans toutes les combinaisons qui peuvent 
servir à déterminer tant les coefficiens des fonctions flo: et fl,^ que les 
auxiliaires qui, concurremment avec les fonctions données, forment la 
somme dont il s'agit; mais comme nous considérons maintenant le cas de 
la seule donnée désignée par t , l'emploi de cette règle n'est pas absolu- 
ment nécessaire : d'ailleurs, nous y suppléerons par une construction géo- 
métrique adaptée particulièrement au cas dont nous nous occupons. 

Avant de faire des applications de la formule (id), nous devons en- 
core remarquer que cette formule donne deux solutions, à raison du 
double signe dont v/(i — t^) est susceptible; et, parce qu'on peut aussi 
changer le signe de m, en mettant. — \/5 au lieu de + ^/5, il est vi- 
sible que chaque valeur de t fournira quatre solutions, c'est-à-dire quMl 
y aura quatre manières de faire en sorte que la fonction donnée '^t on 
-4/7 , jointe à deux autres fonctions de la même espèce , prises avec des 
signes convenables, soit égale à une constante déterminée. Il pourra ar- 
river, dans l'une de ces solutions, que les valeurs des deux auxiliaires 
soient imaginaires, mais la solution n'en existera pas moins analyti- 
quement. 

Maintenant , nous allons faire voir , dans ua assez grand nombre 
d'exemples appliqués à la simple fonction de première espèce 

>j/jc = 1 . . ', comment on détermine la constante, qui est alors 

le second membre de l'équation (5). Cette question, dont il ne parait pas 
qu'on puisse donaer la solution a priori et d'une manière générale , mérite 
de fixer l'attention des analystes, par les résultats très peu variés et très 
simples qu'on obtient constamment dans les cas particuliers. 
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Exemple /*'. ^ = o. 

248. Alors on aura les deux valeurs c = o, c = i. 
Soit, 1*. c = o, les équations (19) donneront p = — ^^^^, 9=:m*f-x; 
on aur^ donc à résoudre l'équation 

x^ — y ^ )^ + m ^- I = o, 

d'où résulte 

X = ^ T ' ± 7 v/( — i8m — 10). 

Ces valeurs étant imaginaires, nous ne nous en occuperons pas, quant à 
présent ; mais en changeant le signe de m , on a une solution réelle , 
savoir : 

X = - C^') ± Jv/(i8i» - .0). 

Substituant la valeur connue de m , et faisant 

e = 0.56596 55599 4356i, log C = 9.75378 98508 95, 
y = 2.18599 95486 93455, log y z= 0.53925 a5o45 i856, 

les racines de notre équation seront x = €, x= — y; ainsi le premier 
membre de l'e'quation (3) sera •\>''y db 4^, le signe de 4^ e'tant encore non 
déterminé. 

Calcul de 4^ P**^ la formule (12). 

i)€... 9.75278 98508 95 1) = 0.56596 53599 4556 

g*... 8.76394 92544 75 
8.92081 87539 52 

2) 7.45755 78595 22 
8.76394 92544 75 
9.61 181 98286 

3) 5. 81 332 69424 
8.76594 92545 
9.75809 14565 

4) 4.33556 76534 



^) 


273 87844 8726 


3) 


6 50619 3oo5 


4) 


21645 5oi6 


5) 


857 9646 


6) 


55 3723 


7) 


1 5792 


8) 


735 


Reste de la 


série 37 



4^ = 0.56877 i4584 io54 
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4 . 33556 76554 , . 54866 53596 

8 . 76394 93545 8 . 76594 93545 

9.83590 87409 9.88583 50933 

5) a. 93332 56488 7) 0.19845 57073 
8.76394 93545 8-76394 93545 
9.86148 84563 9.90287 45097 

6) I .54866 35595 8) 8.865a5 94714. 

Calcul de 4'?' par la formule (i5). 

y 0.55925 a5o45 1 856 = 49.689= 9x5.53i, 

>' 1.6963625335938 ï +«=50.689= 175x0.393' 

« 1.69636 03565 7q46 1/ , s\ 1/ . V « 

l>* = la + r, r= 33660 1534 ,p '+" 

i+a.... 1.70491 37254829 lR.=z\(ar^^Lr>, 

R 2331 5 093 '" « 4.5553634633 

I + >^.. 1.70491 59447921 i-t-û... 1.70491 37355 

«•^ 8.39508 4o55!i 079 r^ a.65o54 87587^ 

ur 9-48853 53i65 6257 ^ 1 .69626 02566 



• 



9.83590 87409 4452 f'' 335 

i> 9.51345 59575 067 R 4.54660 901"^. 

K 8.39508 4o553 079 

9.26626 78894 o5 *^ ~ o.3o55a 13775 810 

3) 6.87578 5903. .96 3] 74 78007 599 

8.39508 4o553 I .\ 75^<*46 080 

9.70645 80357 5 ^ 9^5 o8x 

5) 4.8753a 79850 6 6) ' f^^ 

8. 29608 4û552 I n 

9.81325 06728 ' 

/\ ^ ^ftg^A r~ ^ = 0.20607 66804 658 

4) 2.98300 27 110 7 |/i tft iy r* 

.8.29508 4o552 , y 1 .54969 62777 47 

9.86276 90896 "^'y =1.54561 95972 852 

5) i.i4i5i 58558 8 4g = 0.56877 14584 io3 

8.39508 4o553 I C = 0.77484 8i588 739. 
9.89146 58190 



6) 9.3a8o6 37501 

TOUE III. 
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On voit qu'ett faisant 4V — 4^ = C , la constante C a «ne valeur qui 
s'accorde, aussi par&îtemenl qu'il est possible, avec la valeur connue 
i 4'i = o. 77404 81 588 755; ainsi on devra avoir exaetecnent 

4'^ — 4^ = » 4' o- 

C'est réquatîon qui résulte de la supposition < == o, en choisissant la valeur 
c = o, et prenant m négatif. 

249. Soit , 2^. c = I , on aura l'équation 

a?* + (5 — m)x^-TO + i = o, 
docit les racines sont 

Ces racinea sont les mêmes qu'on a désignées ci-dessus (241) par x = a , 
a: = -^ é; et le calcul qui a été fait iles foDCtioD& 4^/ 4'^/ ^ donné pour 
résultat 

4'ff == i.2io85 94180 77, 

4^6 = 0.81771 95456 07» 

Avec œ» deux fonctions on formera l'équation 

4'g 4. 4* = c, 

duie laquelle C = 2 .02857 87656 84. Or, par les^ valeurs des fonctions 
entières 4' <^^ 4' o^ données art. 257, on trouve 

41 + ^4'! = 2.02857 87656 9o5; 

ce qui s'accorde, aussi bien qu'il est possible, a:rec U vakttr précédente 
de C^ : donc on doit avoir exactement 

46^ *J« ^CL as 4^ H" ï 4 ô* 

â5o» 5*« Si Toa prend toujours c = i , mais qu'on change le signe de m, 
on aura deux nouveïles valeurs de x^ savoir : 






Ces valeurs ont été désignées ci-dessus (^44) P^ — * c( et par — ^, et Ton 
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a titmyé 

4'<* = 0*70548 10693 ^77 
4'^ = i.48o3:i 92081 o3 

4'e — 4'« = 0.77484 8i388 753. 

On voit donc que la valeur de ^{/'£ — -^^^a s'accorde^ aussi exactement 
qu'il est possible^ avec la valeur connue de 7 •4'' ^' donc on a exactement 

C'est la même constante que nous avons trouvée pour les valeurs t s^ o, 
c = o^ et en prenant^ comme nous venons de le faire, m négatif. 

Ainsi le cas de ^ = 0, qui devait fournir en général quatre solutions , 
en donne trois réelles et une imaginaire. 

Dans le cas des racines réelles, la constante du second membre de 
réquation (3) s'exprime exactement par les fonctions connues 4 < ^^'^' if 
lesquelles appartiennent k un ordre de transcendantes plus simples , puis- 
qu'elles s'expîment par les foncdons F. 

Exemple II. ^ = i. 

25 1. Alors, de l'équation (18) on tirera la valeur unique c= ^^^ — ^ , et 

Ton aura l'équation à résoudre 

or' + (3 •+• 7ii)ar 4- i -^ m zs^ o) 
d'où l'on tire 

- = - (^) + \/C-^). 

= - c-^) - v/(^)- 

Ces deux valeurs ont déjà été désignées, dans l'exemple précédent, par 
x=:«»ot, 0?=?^— é, et nous avons trouvé 

Ajoutant de part et d'autre 4 < » ^>^ ^^^ entre les trois fonctions 4 > j 
4'a> 4^^ l'équation 

41 + 4'ff _ 4'a = 41 4- ^4^ 

On aurait, entre les mêmes fonctions, l'équation 

4, _ 4'^ 4. 4'a = 4i -^ \4f'\ =. 047888 24859 455; 

ce qui offire une nouvelle constante qui ne s'est point encore présentée. 

29.. 
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Si Ton changeait le signe de m dans les deux valeurs de x, on aurait en- 
core les mêmes valeurs, désignées par a et — f dans l'exemple P% n^ :24V| 
ce qui ne produirait aucun nouveau résultat. 

Exemple III. tz=z — i . 
252. Alors Téquatîon (i8) donne ^ en faisant ^/(i -— /') = — 1/2, 

il en résulte 

j> s= — m — 5 -— 2mv/a| 

y = I •^- 5m — 2m\/2; 
et en résolvant Téquation x* — px-^rq^=:o, on aura les deux racines 

Voici d'abord comment on peut réduire en décimales les nombres de 
cette formule y au moyen de la table III du tome II : 

î^= 2.6i8o5 59887 49894 
mv/3=5 3sin45^+ 4cos27^— 48În27*= 5.16627 76601 6858o 

5.78051 16489 18274 
5 (m 4- 1) v/2 s= 20 (sin 9* + cos 9*) =s 22 .88245 61 1 27 07580 

^±S!2 — 22.56250 58987 49046 

45.44476 201 i4 564^6. 
On aura donc 

a: = — 5.78051 16489 18274 =fc 1/(45.44476 201 14 56426). 

Désignant ces deux valeurs par xzsa, x=:-^€, on aura 

a = 0.96096 18771 10, log a = 9.98270 59528 87, 

€ = i2.52t58 46749 4655 y lo^ C s= 1.09765 93946 92. 

Calcul de >[/« par la formule (1 5 )• 

a 9.982705952887 5.10745 19198 6 

a» 9.9155^ 96644 55 9-25656 47910 5 

ussi — a*.. 9«a5656 47910 ^' 9'895^i^ 10575 

6) 4*3%>^ 77681 9 



!/• 9-^^^^^ aSgSS i5 

0.4-*** 9-6o2o5 99913 ^8 

i) 9.a3o54 23868 45 

u 9.:>5656 47910 3i 

9.4^596 873^2 72 

2) 7.91287 59101 /fi 
9*25656 479^0 3i 
9.75259 55598 25 

5) 6.90185 44610 o 
9.25656 479^0 5 
9.82590 87409 4 

4) 5.98230 79929 7 
9 ..25656 479^0 5 
9.86857 91 558 6 

5) 5.10745 19198 6 



SUPPLÉMENT. 

6) 4*^^i3 77681 9 

9*25656 47910 3 
9.91272 60760 

7) 5.42842 86352 2 
9-25656 47910 3 
9.92526 29659 

8) 2.61025 65921 5 
9.25656 479^0 5 
9.95464 6955 4 

9) I. 80146 8i565 8 
9*25656 47910 5 
9.94195 5485i 

ïo) 0.99996 84107 I 
9.25656 47910 5 
9.94776 o58i9 

II) 0.20429 55856 4 
9.28576 059 

12) etc. 9 «49005 597. 

0.17904 89548 56i 

2681 814 

407 621 

65 509 

9 999 
I 601 

3o9 

0.17904 925i3 214 
41 1.25575 06248 17 

4^ = 1.07468 15754 956. 

Calcul de 4'^ p^r la formule (16). 

1.09765 92946 92 i) = o.oi5o4 59565 99054 

u 8.90254 07055 08 2) — 56 59898 

M'.... 9.45 117 05526 54 5) ^ 

I 9.82590 87409 44 

i) 8.1774.1 97989 06 



239 





^) 

5) 

4) 
5) 
6) 



0.16995 85o52 950 

818 25096 569 

79 76905 754 

9 60081 261 

1 28071 55o 

18160 917 

0.17904 89548 56 I 



7) 

8) 

9) 
10) 

") 



€. 



. • . 



o.oi5o4 59507 59164 



a5o FONCTIONS ULTRA-JELLIPTIQUES, 

i) 8.17741 .97989 06 o»oi5o4 59507 59164 

ic* ^.Swjo 35265 40 ï «54969 62777 4? 

9.o62i4 79067 49 4'^ = 7T53465^6^r' 

a) 1. 75127 laSai 95 -\a =s 1.07468 î3754 956 
4.51170 35265 4 0.45996 89534 922 

9.62727 67796 8 ^;, ^ 0.93885 14394 40 

5) 85-89025 i5584 1 c" = 0.47888 24869 478. 

Cette constante C formée, comme on voit, de h. somme -s^'i-f-^l^^ — 4'^^ 
s'accorde, aussi bien qu'il est possible, aTec la <[Qantité connue 
^i — -^ «>]/' -^ = o . 47888 24859 4^5; ainsi Ton aura exactement 

. 4'i + 4* — 4'Ç = 41 ~ -i 4'i. 

La formule d'où l'on a tiré cette première solution en donnera successi- 
vement trois autres, par le changement de signe de l'une des quantités m 
et v^2 ou de toutes les deux. 

Seconde solution^ en changeant le signe de tti. 
Alors la formule est 

mais la qoandté sous le«radical étant négative, parce que le changement 
de signe a éké fait de manière que m désigne toujours v^5, ces racines sont 
imaginaires* 

Troisième solution, en changeant le signe de v^2» 

On trouve encore que les racines sont imagioaires. 

Quatrième solution, en changeant le signe de m et celui de v 2. 

253. Alors la formule est 

et en mettant les valeurs numériques connues , on a 

j: = — 3.54424 36714 i8486d=v/(ii. 17801 45902 27374). 

Ces deux valeurs sont toutes deux négatives ; en les désignant par j::= -— a 
et j: sr: — C, on aura 

et = 0.20088 98776 61767, log a = 9.30295 80542 87378, 
C = 6.88759 7465i 75195, log 6 = o.838o6 77575 25197. 
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Calcul de •^'tt, par la formule ( i a ). 

i) «... g.SoagS 8o54a 87578 i) = 0.20088 98776 61767 

«*.. 6.5i479 02714 5689 ^) — 54775 06951 

8>9^oai 87559 53 44003 54816 

a) — 4.75856 70796 76 5) 7 35ia4 

6. 5 1479 02714 57 ~r, - — — 

et o o oc 44010 87940 

9.61181 98286 ^^ _ /^^ 

5) 0.86517 7'797 • ^'a = 0.20088 44oio 87805. 
6.5i479 03714 4 
9.7580g i4565 



4) — 87.15805 89076 5 

Calcul de '^'C par la formule (i6). 

u = ^.. 9.16195 22424 748o5 i) = O.05688 1575© 62905 

«' 9.580966121337401. ^) ~~ 2745 46697 

9.82590 87409 44519 iioo5 16208 

i) 8.56680 71046 56525 ^ T^o» 

«• 5.8og66 i3ia5 74oi5 o.o3688 iioo5 237t6 

9.06214 79067 49 f '5496g 62777 4 7 

2> — 5.45861 6*257 795 ^'€ s= r.5r28i 51772 233. 

5.80966 12123 74 

9.62737 Qj^gl^ 8 



5) 88.87555 421 58 5 

Avec les valeurs trouTées , on essaiera les combinaisons suivantes : 

4'^ = i.5ia8i 51773 355 
^'oL =L a»30o8& 44010 866 

4'ff 4. ^'a = 1.7 1569 95785 099 
4'i = o. 95885 14594 40 

4^^*+ 4'fli — 4'i =s 0.77484 8x588 699 

i^'i = 0.77484 8i588 755. 

Ainsi p il est visible qu'on a exactement 

\|.'S + 4'« - 4'i = Î4'^ 
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254- Voici an petit tableau qui contient les cinq résultats trouvés 
dans nos trois exemples , et dont le nombre pourrait être multiplié in- 
définiment^ en prenant pour t d'autres valeurs particulières à volonté. 



Trois valeurs de x, dont une donnée = t, 
les deux autres conclues. 



Equation entre les trois fonctions 
correspondantes. 



t = o 
'm -4- r 



X 
CL 

C 



tÈ. X âmmZ ^" V 

o.'seSgG 53599 4356t, 
2.18399 93486 93455. 



— 10), 



4< = o, 

^'Z = 
^'Z - 4* = 



0.56877 14^84 io34i 
I. 34361 95972 83a, 

a ▼ o 

0.77484 8i388 735. 



X 
et 

C 



s 0.79360 44933 34840, 

= 1.55753 65i58 35o52. 



4< 

4* + 4/'C 



0.81771 93456 07, 
I .21085 94180 77, 

2.02857 87636 905, 



^ 
<» 



-s 0.71592 09561 59586> 



< = — 1 
'm+ 3^ 






et 



et , a: = — ^, 
0.96096 13771 10, 
12. 521 58 4^749 4^5- 



t = — 1; 

'3 — m'^ 



ce 

e 



:^ .i— 0t , X = — C, 
^ 0.20088 98776 61767 y 

= 6.88759 7465i 76195. 



4'ct 



== o 



0.70548 10692 277 9 
I «48032 92081 o3^ 



+'C -^'CL^I 4; l 



4'. 

•^et 
4'C 

4'i + '^ùt 



0.93885 14394 4^> 
1.07468 13734 956, 
1.53465 03269 878, 

4'C = 4* — ï ^'o 
0.47888 24859 435. 



4'i 

4'* + +'« 



0.93885 14394 4^9 

0.20088 44^'^ 87803, 

1.51281 51772 233» 
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355. On peut 9 par une construction géométrique^ rendre compte des 
différentes valeurs que peut avoir la constante qui forme le second membre 
de l'équation (3) , quand on ne fait entrer que trois fonctions dans le pre- 
mier membre, c'est-à-dire quand on détermine, d'après les équations (i 8) 
et (19), deux valeurs particulières de a: correspondantes à une valeur 
donnée ûc z=: t. On trouvera que la constante dont il s'agit ne peut 
avoir que trois valeurs différentes, tant que m est pris positivement dans 
les équations citées. 

En effet, si Ton considère t comme l'abscisse et c comme l'ordonnée , 
l'équation (18) deviendra celle de la courbe tracée dans la fig. n. L'origine 
des abscisses étant fixée en A, les abscisses positives ne s'étendent que jus- 
qu'à la limite ÂC = i , où Ton a l'ordonnée extrême Ce = — ^ ; dans le 

sens négatif AH, les abscisses s'étendent à l'infini. 

La courbe dont il s'agit a deux asymptotes BE , DF perpendiculaires à 
la ligne des abscisses; on détermine leur position en égalant à zéro le 

dénominateur — ^^^ ^* -i- (m — ^ i) ^ — 3 ; il en résulte 

' ' = - (^) * v/(^> 

Ainsi l'on a les valeurs déjà considérées 

A^ = v/(-^) — (^^T^) = 0-79560, etc., 
AD = \/(^^) + ^^ = 1.55753, etc. 

256. Trois branches principales se font remarquer dans cette courbe, 
qui présente un aspect fort bizarre. Une première branche euibcz est ren- 
fermée dans le biangle indéfini FDCcj à compter du point m, où l'or- 
donnée est un minimum, cette branche s'élève d'un côté , pour s'appro- 
cher de l'asymptote DF ; de l'autre côté elle s'élève jusqu'au point c , 
où elle touche l'ordonnée Ce, puis, en continuant de monter, elle se 
rapproche de plus en plus de l'asymptote BE. 

Une seconde branche lAaf a dans le sens positif une partie AI qui con-- 
verge vers l'asymptote verticale BK, et dans le sens positif une autre par- 
tie « située tout entière au-dessus de l'axe, laquelle a pour asymptote la 

branche supérieure de la parabole qui a pour équation -——-jr^— — h V^x, 



X étant égal à — t. 

Tome III. 3o 
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La troisième branche est sifjoëe dans Tàngle GDH, crà les abfidisges^ les 
ordonnées sont négatives. A partir dn point m', où rordtmnée wégatîve 
est un minimum, la couAe converge graduellemetit* d'un côté vers l'a- 
symptote D6, de l'antre cèté vers la branche înfinfîewre» de la parabole 

dont Tequatiort est — ■^^— y i==: — ^ — — yx. 

2l5j. Si Ton mène, par les points.c^ m, m' des parallèles à Taxe, elles 
partageront l'espace occupé par la courbe en trois zones distinctes^, qui 
seront affectées chacune à une constante particulière. 

La Mne située indéfiniment au - dessus de la parallèle cw comprend 

toute la partie de la courbe ou. l'on a c positif et > ^ ■ ^ - ' j eUeijonît de 

cette propriété , que si », €» > sont les absciFoes de trois points placés 
dans cette zone sur une même parallèle à Taxe , la somme des fonctions 
4*> 4^> 4>> prises avec les signes convenables, et en changeant 4 
en 4' si l'abscisse est négative, sera égale à la constante 4» — ï4'i 
= 0.47888 :a4859 455. 

La zone suivante, située entre les parallèles à Taxe menées par les 
points c et m, comprend toute la partie de la courbe où l'ordonnée po- 
sitive c est comprise entre la valeur Ce = , et le minimum 

Mm = o • 90795 , etc. ; alors la somme des ' trois fonctions déterminées 
par les trois abscisses qui répondent à une mémo. valeur de c , est égale 
à la constante 4' +• 4'i = 3.02857 87656 go5. 

Enfin, la troisième zone, placée aunlessous de la parallèle. m'cT, com- 
pi^nd la portion de courbe dans laquelle Tordonnée c est négative et 
plus glande que le minimum m^ii! s=s i .77613,. etc.. Dana cette zone la 
coQstante^seva 4i''+"44' 7^=5.57827 5o4t4 ^75. 

On.voitxj,. de«{^s> qu'il existe una.qualiKioaiai zone comprise entre les 
deux, parallèles mey, infj^, maiées pair les points m.etml on Fondonme est 
un minimum. tMajs toatà pavallèla .à l'axâe:^. menée au dedans de cette zomc^ 
ne rencontnerA que U .branche .de courbe lA.^ ce qui. signifie que les deux 
autres intersections sont imaglaairas^t 

258. . ff^uaiaJQiuteRona lencece c|ue;daDa chaque. zcmeiOni peut déterminer 
généia}eiBetttJes.fiig0ea4ka.treklbQCtions 4^ ou 4'^^ ccnnposeidr/le'pr^ 
mier )meiiibseide.réquatkm; (S) t . 

Soient ùl, — «C, •— > les abscisses des points dans lesquels toute paral- 
lèle à l'axe, menée dans la première zone, rencontre la courbe, on aura 
a>ÂB, ^<ÂD, /> AD, et l'équation des fonctions seray sans au* 
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cQoe junlnguité , 

4it 4- 4'^ — 4V = 4» — T4'i- 

En effety dans la limite supérieure , lorsque c = ^ ^ on a «( = ÂB^ C = AD 
et > = i; alors Téqualion devient 4 (AB) + 4' (AD) = 4 ' + t 4'^ * 
comme on Ta déjà trouvée (^54)* 

Dans la limite inférieure, on a ccs^^îl^ .a = 1 , £ s= 0.7159a..., 

^ = 4«5aoT5...; alors Téquation devient 

4, + 4'5 - 4.V = 4' - i4,'i, ou 4',, - 4'C =. i4'i, 

équation comprise dans notre tableau (art. 254*) 

Dans la seconde .zone, il 7 a.denx cas qui donnent lieu à deux équations 
de forme différente. 

Premier cas. Si la parallèle est menée dans la partie supérieure de la 
Mue, entra les paiallèles ctc et .ba^ les abscisses des trois points d'in-^ 
tersectian .seront désignées y comnae dans k première zone, para, -«-^^ 
-*-7, avec« cette seide différence qu^on aura €<o.7i593... et ).< 44520.. .• 
l'équation des fonctions sera , dans ce cas , 

4« _ 4'c + 4',, = 4« + i4'^ 

Cette équation se vérifie immédiatement sur les parallèles ctf et ba. 

Second cas. Si la parallèle est menée dans la partie inférieure de la zone 
c'est*-à«diTe entre les parallèles ba et my ; appelons oi, f, -— ^ les abscisses 
des points d'intersection^ on aura l'équation 

4« + 4ff + 4'j. = 4i + i^'i. 

Celle-ci est liée avec la précédente par la loi de continuité , car si Q de- 
vient — €, 4^ ^ changera en — 4^^* 

Dans la troisième section , où l'ordonnée c est constamment négative et 
prend toutes les valeurs, depuis le minimum MW=; 1.77613.... jusqu'à 
l'infini, soient a, — ^, '^y les abscisses des points d'intersection d'une 
parallèle à Taxe avec la courbe, on aura a < AB, C > AD, y > AM', et 
l'équation des fonctions sera 

4« + 4'c + 4/5, = 4ï + 14'^- 

Cette équation se vérifie à la première limite, où l'on a C = ^, ainsi 
^00 je 'montrera diaprés; ^eile se vérifie également a la dernière limite , 
où c=:— >7, car alors on a «ss AB, €bs AD et >sss^ L'équation de$ 

3o.. 
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fonctions devient, dans ce cas particulier, 4(AB) + ^'(AD) -j- ^'i 
= 4i + l4'i, ou 4(AB)H->j.'(AD)=>J.i + i4'ij ce qui s'accorde 
avec le deuxième cas du tableau (art. 254). 

25g. Par cette ënumération des différens cas, on voit qu'il importe de 
fixer la position des points m et mf où Tordonnée est un mirumum, puisque 
ces points déterminent, Fun la limite inférieure de la seconde zone, l'autre 
la limite supérieure de la troisième. 

Désignons toujours par t Tabscisse AM du point m, et par c l'ordonnée 
Mm; réquation ( j 8), mise sous la formé rationnelle^ sera o=:Ac*-f-2iBc+^D# 
en faisant, pour abréger, 

A = (m + 5) ^' + 4^ ~ am — a , 

B == (m — i) t^ + (am -4-2)^ — m — i , 

D = ^ --\{jn — i)^* + (/» + i)^ 

Dans le cas du minimum de la quantité c, on pourra différentier, par rap* 
port à t, réquation o = Ac* — 2Bc + 2D , en regardant c comme cons- 
tante ; ce qui donnera une seconde équation o sa A'c* — aB'c + 2D', 

où l'on suppose 

A' = 2(m + 5)« + 4, 

B' = 2(/l» — l)« -f- 2711 4- 2, 

D' = 5«» — (m — i)^ + m 4- i. 
Éliminant c de ces deux équations, on aura, pour déterminer t, l'équation 

(AD' — A'D)* = 2 (AB' — A'B) (BD' — B'D) , 

qui peut se développer ainsi : 

o=t(m+3)t* + 8|3 — ia(m + i)<* + 8/— 4(m+3)]* 
-f8m(in+ 1) r^— (^7^)'+'] [('»— î)^*+4('»+x)<'— (3m+i i)^-|-4/-.am— 6]. 

C'est donc par une équation du huitième degré qu'on pourra déterminer 
directement la valeur de ^ , tant pour le point m que pour le point m' ; et 
il ne parait pas que le degré de cette équation puisse être abaissé au-des- 
sous de 8 ; car une autre manière de traiter le problème conduit k l'équation 

qui semble plus facile à résoudre par les fausses positions, mais qui, dra- 
gée du radical, monterait au douzième degré. 
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Remarquons cependant <|ue Féquation da huitième degré ^ à laquelle 
nous sommes parvenus^ peut se mettre sous une forme plus simple par 
le procédé suivant. 

Ayant mis Téquation (i 8) sous la forme o = Âc* — 2Bc'-\-2D, on 
trouve (Ac — B)» = B» — 2AD = (wi+i)»(i — <*), et la différentielle 
de cette dernière équation donne 

BB' — AD' — A'D = — |(m + i)*^. 
Mais en développant Féquation déjà trouvée 

(AD' — A'D)* = 2 (AB' — A'B) (BD' — B'D) , 
on en tire 

(AD' — AD)* = aBB'(AD' + A'D) — aA'D'B* — aADB'S 
ou 
(AD' + A'D — BWy = B*B'* — aA'D'B* — aADB'* + 4AA'DD'. 

Le premier membre de celle-ci = 2i. (/yj + i )4 ^» ^ et le second est le 
produit des deux (acteurs 

B* — aAD = (m + !)• (i — fi), 

B'* — aA'D'= i6 — 8^(i + m) + 8t^ — ia^(m + 5). 

L'équation à résoudre peut donc être mise sous cette forme plus simple 

^(5 + '»)73? = 4 — a(i + m)t + ut- — 5(3 + m) fi, 
et ultérieurement sous la forme 

T-rr? = 5 - n, ~ (m - i)< + Lr-^<. - 5<». 

260. Après quelques tentatives, on trouve que l'abscisse t du point m, 
où ^ordonnée est un minimum, est déterminée à peu près par la valeur 
log t == 9.65556 96; elle servira de première hypothèse, d'après la- 
quelle nous calculerons les deux membres de notre équation de la ma- 
nière suivante : 

log ^ s= 8.37684 80 m— I... 0.09304 a5554 i4 

<« = o. 18916 81437 8 t 9.65536 96 

I — ^ = 0.91083 18572 a ' 

>) 9-7474» 19554 14 
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^ 0.4q485 00216 8 3— m ro^^^ • .^r ^ 

f« 7.24295 68000 O ^ ^ ^^ -^ 

-— — — — -—- I* q.SioaSoa 

7.73780 68216 8 ^ I_r 

î — ^'- • • 9-99Ï70 58326 3 ^) 8-89276 «gipS 

M 7.74610 09890 5 ^' ^-96610 88 

^„ „ ^ 5 0.47712 12547 20 

3 — m = o . 76393 20225 00a 1- 

i) — 0.55900 01898 894 5) 9.44525 00547 20. 

0.20495 98526 108 
2) + 0.0781a o5o5o 741 

o.285o5 21 556 849 
5) — 0.37747 89578 524 

0.00557 51778 525 second membre. 
M = 0.00557 5x532 968 premier membre. 

Diff. + 245 557. 

Maintenant que nous connaissons Terreur de la première hypothèse, voici 
un procédé par lequel on obtiendra assez facilement la correction qu^l 
faut appliquer à la valeur supposée pour t. 

Soit cette valeur corrigée = f (1 «|^ â)), c» étant iine quantité assez pe«- 
tîte pour qu on puisse négliger son carré. Il faudra substituer, en général, 
^ ( I -4- noù) au lieu de ^ , et alors le second membre de notre équation re- 
cevra llncrément 

— (m — i)^û> + ^~^ t^.ncù — 5/*. 5», 

qu'on peut représenter par m [— ^ (i) + 2 (2) — 5 (5)] ; or , on a trouvé 

i) = 0.55900 01899 
a) s= 0.0781a oSoSi 

5) =x 0.27747 89578. 

Ainsi l'incrément dont il s'agît = — »(i .255î9 64575); celui du pre- 
mier membre sera un peu moins facile à calculer.' Par la sub^itution de 
£ (i -4- â)) à la place de ^, ce premier membre devient 

25 ««(i+8i») ti5 if f ,0 • 5i»« \ 

¥-r-.^(i + 5«) = ■g-Tir?-!,^ + ^ + iT;r?;' 

5/5 



(5f* \ 
8 ^-^zi'^ 



I 
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^ 8.^7684 80 

! — <••. 9-99170 583a6 3 M :s:a o.ooSSy 3i5a:i 968 

8.a85i4 21673 7 ^^- • • Û.04458 5m63 744 

M 7.74610098905 N.,,, 0.00055 73954 47 

5. • .•••^ 0^69897 00043 4 o.o45i:i ^5218 2. 



N 6.73021 31607 ^ 

On aura donc pom* déterminer oi Fëquation 

â»(o.o45ia 252182) = 245 557 — 0» (1.23519 64575); 
d ou résulte 

" = r^^= 191.6574. 

On voit d'ailleurs que les 191 unités compûes dans. cette valeur sont, 
comme celles de 245^ des unités décimales du^diiième ordre. Il en 
résulte pour log t la correction •â>(o. 4^4^) = 83.227 ; de sorte ({u'on 
aura la yaleur .corrigée 

log t=: 9.65336 g6b85 3fï7. 

261. Appelons a la yaleur qu'on vient de trouver de l'abscisse t au 
point du minimum positif m; la pandlèle à Taxenienée par le point m 
rencontrera la courbe .en un ipoint y dont Fabscisse^ négative sem dési- 
gnée par *«-€ : les trois racines désignées pacdr., x^f x^^ dans l'art. 246, 
seront et , a, -— £ 1 parce que le point de contingence m équivaut à 
deux intersections. Il faudra donc qu'on ait^ suivant cç même article, 

(x — «)• (^ + C) = or* + X* [P-—^ c* — (m — I )£? — (^^4=^)] 

+ X [2c* — 2C? — 2-(itt--f- iyc + m -f- i] 
— (m + 1) c*-f* (>»-}*' )^f 
ce qui donnera les trois équations 

_ a« = ——^^ _ (m — 1) c — (— 5— > 

a* — 2atC ^ 2C — - 2 (m -f" i)c •+- i»<H* ï> 
a*Ç = — (tu + ï)^* + (''»'-f* i)«?; 
de là résulte^ en éliminant c , 

/m—i\ . 
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Substituant dans cette équation la valeur et = o. 452^4 06621 4f^ déduite 
du logarithme trouvé 9, 65536 9608? 227, on aura les résultats suivans : 

— > — ... 9.48998 35640 86 =0.3819660112 5oi 

a* 9.31073 92766 45 ^A 0.90443 13242 92 



m 



i) 8.80072 i58o7 5i 1.28644 75355 421 

i) o.o6330 o6552 55o 

Num. 1.22324 66802 871 
"••• 9*79^^^ ^5597 5o I 4- ^*= ï-2o452 16164 98 



a 9.65536 96083 23 ^) 0.27950 oiooS 01 

2) g. 44^58 19680 73 Dén. 0.92502 i5i6i 97. 

0.92502 lôioi 97 •^ '^ ' . 

log C = o«i2i56 221 II 852. 

On trouve en même temps l'ordonnée minimum c 5=0.90795 o456i 576. 
U faut maintenant calculer les fonctions '^a, -^'6, afin de vérifier Té- 

quation 24*^ + 4'^ = 4^ + » 4' '• 

Calcul de 4^ P^^ la formule (i2)« 
i) = ot.... 9*65556 96085 227 1} ss 0.45224 06621 46 

a*... 8.27684 80416 i55 2) 71 29127 86a 

8.92081 87559 52 5) 55170 164 



2) 6.855o5 64o58 88 
8.27684 80416 i5 
9.61181 98286 



4) 597 921 

5) 7 540 

6) etc. io5 



5) 4.7417043741 4* « 0.45395 9i5a5 o5a. 

8.37684 80416 
9.75809 14^65 

4) a. 77664 57722 
8.27684 80416 
9.82590 87409 

5) 0.87740 05547 
8.27684 80416 
9.86148 84562 

6) 9.01575 70525 
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Calcul de 4'^ par la formule (i6). 

€ d.iai36 aaiii SSa 7) 4.o3a09 1817a 

u..... 0.8786S 77888 168 9.39518 89441 

i ; - 00 /, 0/ 9.Q0585 3oo6o 

«».... g.pSpSi 88944084 ^_£ 

i 9.8a590 87409 445 8) — S.Sagii 57675 

9.64x86 54a4x 695 9.39518 89441 

,^....9.595.88944084 9.9.6^' 60442 

9.06214 79067 49 9) — 3.65851 87556 

T 7 — T' q.5g5i8 89441 

2) — 8.09720 22750 o y ^ ^y 

^n 00// Q 0-Q2577 i5ooi 

9.59518 89440 8 \§ ^ f i 

9.62727 67796 8 10) — 1.95747 92^98 

5) 7-11766799876 9-'?^'^ ^^' 

^ 9.59518894408 9-95556 95.9^ 

9.76405 265oo 9 11) 1.28405 75550 

4) - €.a7488 959:.9 5 9" 'f ^« ^j 

9.59318 89440 8 9.95955 55951 

9.8370$ 55373 a la) — 0.61678 1872a 

5) 5.495x5 20745 5 9.59518 8944 X 
9.59518 89440 8 9-94468 99^65 
9.86545 50954 i5) 9.95466 07436. 

6) — 4.75175 6ii58 

9.59518 89441 
9 .887x4 67595 

7) 4.05209 18172 

i) s o. 45839 485o5 io4 0.42700 92956 509 

a) — i25o 84148 075 5) 5 13705 019 

0.43588 64i55 039 0.43704 o5659 538 

5) i5i 11971 566 6) — 56 461 981 

0.42719 76126 595 0.43705 49197 547 

4) __ 18 85170 286 7) 10766 9?8 

0.42700 92956 509 0.42705 59964 275 

Tome ffl. 3i 
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0.42703 59964 375 0*43703 58194 a6o 

8) — ai33 604 12) — 4 i58 

0.43703 57850 671 
9) 455 029 



V«*> 



58265 700 

58175 027 

II) 19 233 



«^ 



58194 260 



,5) 

14) 


1 II II II 


58190 122 
901 
. — 25l 


U 


0.42705 58190 77a 

1.54969 62777 47 


4'Ç 

a4* 


1.12:266 04586 70 
0» 90591 83o5o 10 



2.03857 87636 80. 



On voit que la mmiiie 24* 4~ 4'^ s'accorde, autant qu'il est possible, 
avec la constante connue 41 •+■ t 4'^ = 2.oa857 87656 906; ainsi Ton 
a exactement l'ëquation 

4'^ + 24* = 4* + i-i^'^f 

qu'il s'agissait de vérifier. 

262. Nous allons déterminer semblablement Vautre minimum. Pour 
cela, nous mettrons l'équation à résoudre sous la forme 

* 

05 ^ •<»^.i=JÎÎ^_(^_ i);4.5__^. 



et comme la valeur de < est négative , nous ferons t =s — a , ce qui 
donne l'équation 



= -et' — 



8 'i + a* "~ 8 



(^)**-(»- i)«-(5--m). 



Après quelques essais, on trouve la valeur approchée et = 5. 21 189, 

que nous prendrons pour première hypothèse, en faisant 

log CL =: 0.71699 52410 97. Voici, d'après cette valeur, le calcul des 
différons termes de l'équation : 

a^ 2. 16098 57252 91 «^»... 2.150985723291 

V^...,. 0*49485 00216 80 8..,,., o.9q5q8 99869 92 



< ' Jl H «i9« 



3.64533 57449 7» ') '«24789 57362 99 
i+«'.. 3.585q8 91204 87 



u m i< 



M. ... « 9.06074 66244 84 
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a* ^-43399 o4Sai 94 

i) = 17.69684 04856 886 3 - m ^o / /. 

2) - 10,57564 75526 255 ■^— 9>g8^o^ 47^9^ 00 

7. 521 19 5i55o 655 ^) 1-016015^01694 

5) — 6.44^^^ o55i2 498 « 0.71699 52410 97 

0.87894 28:118 i55 m— t.. 0,09204 25554 '4 

5 — m) — 0.76595 20225 002 5) 0.80905 75965 II. 

o.ii5oi 07995 i55 second membre. 
M = o.it5oï 29259 :i74 premier membre. 

21246 121 différence. 

Poar corriger cette erreur, mettons a(i -f- ^) ^^ H^a de a; l'équation à 

résoudre deviendra, en négligeant les £»% co^, etc. , \ 

_ (m — i)a(i + û>) — (5 — m). 
L'incrément du premier membre est 

û,(_ 2M + -J^) = âi(— 0.22987 65525 65); 

celui du second membre = i) 5â» «— (2). 201 — - (5) a» 

= û> (25*89697 656o5 69). 

On aura donc pour déterminer cù l'équation 

A»(26. 12685 29151 54) s= 21246. 121; 

d'où résulte (» = 815.191. 

La valeur corrigée de a est donc 5.2 1 189 o4258 26, 
et son logarithme o. 71699 52764 1 55. 

D'après cette valeur corrigée, il faut calculer Tabscisse positive xszÇ, qui 
répond au point d'intersection de la parallèle k Taxe menée par le point 
m' ; cette abadfise est donnée par la formule 

' /W — I . . /3 _ 7|t> 



e = -i 



- + *'-(^) 






d'où résulte 



log € = 9-76894 5oiii i5i, 
6 s: 0.58741 22662 oo. 

5i.. 



^44 
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Calcul de 4'* P^^ ^ formule (î6). 



a 0.71699 52764 i55 

u 9.28S00 



IL 

U* . . . • 9.64i5o 
f 9-83590 

i) 8,7484i 

if 6»j^i5o!x 

9.06214 

2) — 4.22558 
6.41^02 
9.62727 



47255 865 

25617 952 
87409 445 



i) = o.o56o2 95812 545 
2) — ï68io 760 



58265 24 
56179 52 
79067 49 



5) 
U = 



77001 585 
I 855 



o.o56o2 77005 458 
I . 54969 62777 47 



4'<t= 1,49566 85774 o53 



75510 o5 
56179 52 
67796 81 



3) 



0.26788 

6.4i5o2 
9.76405 



77486 18 
56179 52 
265oo 9 



4) — 86.44694 40166 4 



Calcul de 4^ p^^ l^ formule (12). 



0= 



C... 9.76894 Soin i3 

ff«... 8.84471 5o555 65 

8.92081 87559 5a 

a) 7.55447 68ao6 5 
8.84471 5oS55 6 
9.61 181 98386 

5) 5.99101 17047 9 
8.84471 5o555 7 
9.75809 14565 

4) 4.59581 8ai68 6 
8.84471 5o555 6 
9.8a590 87409 

5) 3.36a44 30i33 a 



5 . a6a44 
8.84471 
9.86148 



aoi33 a 
5o555 7 
8456a 



6) 



1.96864 
9.84471 
9.8858a 



55a5o 9 
6o555 6 
30933 



7) 



0.69918 
8. 8447 r 
9.90287 



36738 5 
5o555 7 
45097 



8) 9-44677 32391 

4^ = 0.59093 78866 aaa 
a4'a = a. 98753 71548 064 

3.57827 5o4i4 286 
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i) = 0.58741 22662 00 
2) 542 555 II 48 

5) 9 79516 584 

4) 59248 062 

5) 1829 962 

6) 95 o55 

7) 5 oo5 

8) etc. 296 

4^ = 0*59095 78866 222. 

On voit encore que la somme 4^ + ^4'* s accorde, autant quil esl pos- 
sible, avec la constante 4* + I4'i = ^.57827 5o4i4 575; ainsi on 
doit avoir exactement 

24'ct + 4^ = 4' +H'^ 

Dans ce cas, on trouve Tordonnée minimum c = — i .77615 54589 5 ; 
elle se tire aisément de Téquation (m + i) (c* — ^) = **f . 

Ces calculs achèvent de vérifier tout ce que nous avons dit sur les 
constantes affectées aux trois zones de notre courbe; cette courbe, au 
reste, est construite dans la supposition de m positif = ^5 : une autre 
courbe de même nature pourrait être construite pour le cas de m= — v^5, 
etoffrirait, sans aucunr doute, des propriétés semblables. 

a65. Dans les applications précédentes , nous nous sommes bornés à 
considérer le cas le plus simple, qui est celui de trois fonctions. Nous 
allons maintenant donner quelques exemples de la comparaison de quatre 
et de cinq fonctions , et nous ferons voir que la loi générale a toujours 
lieu, c'est-à-dire que la somme de ces fonctions, prises avec les signes 
convenables , est égale à une constante formée d'une manière très simple 
avec les fonctions complètes 4^ et 4' 7^ <]uî sont des transcendantes d'un 
ordre inférieur , puisqu'elles peuvent s'exprimer par les fonctions F ; 
d'ailleurs, ces deux transcendantes peuvent se réduire à ^me seule, puis- 
qu'on a 4 ' = ^s 5 4' ^* 

Exemple /". 

364* Supposons que sur les cinq valeurs particulières de x , désignées 
par x., x^....Xi dans l'équation (17), les trois prises arbitrairement 

soient 0,7,— |, les deux autres étant les racines de l'équation 

X* — px -(- 9 = «• Alors le second membre de cette équation sera 
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X [pc^ — ^) (a:* — px + 9) ; de sorte cp^elle sera exprimée , dans ce cas 
particulier, comme il suit : 

}=x(x- — {) {x^—px + q). 

Soit d'abord x = o , on aura c' — a* = o j ce qui permet de sup- 
poser a =s c. 

Soit ensuite a: =s j ; le second membre devenant nul , on tirera du 
premier l'équation linéaire 

c + ic. r=(c + i)A, 
dans laquelle 

^ = ^ m";f == ^ = 0-47801 98448 776. 
Enfin, la supposition a: = — | donnera semUablement 

X' = ^jÈ^ = a,5oa8a 07155 968. 
De ces équations, on tire 

« = T+F^:, = * • '^^ 49598 7719» 

log c ssi 0. 06763 3119S :»i, 

c, s3 •— 0.741 85 3o554 7^; 
log (— c,) == 9.87050 55957 95. 

Maintenant, il résulte de l'équation (A) qu'on a poiur déterminer p et q 
les diverses formules 

m-4- I 



|) =B — ae — c^t + 



2 



I 



ij7 = c\ + cc,(m + + ^('w + i) — ^'f^^-^) — ï^ 

I 5»i ac — c*(m •+•!) — acCj. 
En voici le cakul : 
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c*. s=5 o.55o3i 47985 3653 — ace, =t 1.75565 91694 j56 
ac = a. 55696 98797 5458 3C = a. 55696 98797 5438 



— 3.88728 4678a 8091 4 '07060 9049a 3998 

^a^ = i.6i8o5 59887 4989 c»(in-|-i)... 4.41858 83436 55i 

p ss — i.26g25 06895 5ioa f ~ "^ 0-54777 919^4 o5i3 

7 = — I. 391 II 67756 1248. 

ITaprès œs valeurs de p et q, la résolution de Téquation Jc* — po? -f- ^ = o 
donnera les racines a? = 01 , or = — ^, savoir : 

a = 0.70472 75^20 44*^ ï^g * = 9.84802 12525 287, 

C = 1.97597 82.115 751, log € = 0.29554 25546 958. 

Calcul de 4^ P^^ '^ fonmde (12}. 

i)«.... 9.84802 12525 287 7) 5.i5o6o 85577 5 

a^... 9.24010 61626 435 9.24010 61626 4 

8.92081 87559 52 9.90287 4^<>97 



2) 8.00894 61491 24 8) 2.29558 92100 7 

9.24010 61626 44 9.24010 61626 4 

9.61181 98286 9.91548 993o5 



5) 6.86087 2i4o5 7 9) ï. 4491 8 52952 I 

9.24010 61626 4 9.24010 61626 4 

9.75809 i4565 9.92520 24413 



4) 5.85.906 97595 I 10) o .61449 58971 5 

9.24010 61626 4 9.24010 61626 4 

9.82590 87409 9.95291 12609 



5) 4.92508 4665o 5 II) 9.78751 i52o6 9 

9.24010 61626 4 9.24010 61626 4 

9.86148 84562 9 «9591 7 87630 



6) 4.02467 92818 9 12) 8.99679 62465 5 

9.24010 61626 4 9*34010 61626 4 

9.88582 50932 9-94457 47865 



7) 5.i5o6o 85577 3 i5) 8.i5i27 71962 7. 
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i) = 0.7047a ySaao 44i 8) 0.00000 00196 6026 

a) 1020 81289 8915 9) 28 i5io 

5) 7a 5892a 1775 10) 4 "62 

4) 7 aa885 9095 11) 6i5i 

5) 85769 a569 la) 9^6 

6) io584 7177 i5) «39 

7) i4i4 5i8a i4) «te. 26 

0.71574 54086 9125 339 5720. 

239 6730 

^ei ^ 0.71574 34316 4843 

Calcul de -^'G par la formule (16). 

C. ... 0.39554 35546 958 i) = 0.34057 83730 3906 

«.. . . 9.70465 76455 062 2) - 92 54059 556i 

Mï... 9.85353 88336 55 I 0.2594s 38680 9545 



• • • • 



9.83590 8 7409 445 5) H- I 5o886 95o3 

1) 9.58089 53089 o56 0.35946 59567 8847 

là... 8.52538 83365 5i 4) __ a556 5970 

9.0621479067 49 5705 1 4877 

a) — 6.96655 15421 856 5) ^ 56 g g 

8.53538 83365 5i — 

9.62737 67796 81 57088 3i55 

^ i-^ — -^ 6) — I 5845 

5) 5.11689 65485 95 ^ . z: 

8.53538 83365 5 57086 9508 

9.76405 a65oo 9 7) H- 556 



4) — 5.40431 73350 I 



8) - 9 



8 . 52538 83365 5 U s= o . 35946 57086 9655 

9.83705 55575 3 1.54969 62777 47 

5) 1.75455 89888 6 .^'i=s 1.5I035 05690 5045 

8.53528832655 4«= 0.71574 54516 4813 

9.86545 50954 a. 03597 40006 9857 

6) 0.14138351079 J,i— J,'i== 360476399554 

8.53538 82365 5 ^' ^ o^ o^^ï ^ 

9.88714 67595 C = a .03857 87656 939. 

7) 8.55171 72966 a 
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On voh que la ooBStmte C, ^léà la somme ^^C^^m-^-^^jf^-^'i, sap- 
fHPOche beâacoap de Ia constante eonnue 4 » 4-î 4'i =** ^.oa857 87656 ^oS ; 
donc on a exactement 

4? - 4'7 + 4^ + 4'€ = 4i + t4'^ 

Exemple II. 

265. Soient maintenant |^ i, *--^ 3 las trois Talents données de jp; aloks 
l'éqnation (18) sera, ponr ce cas particulier, 

= (^ — t)C^— 0(^ + 2) (^• + />^ + 9). 

Et , parce que x — i divise à la fois le second membre et la seconde partie 
du premier, il faudra aussi que c 4. c.o? soit divisible par ar — 1 , c'est-à- 
dire qu'on ait c, = — c; alors, en effectuant la division par ^ ^-^ i , on 
aura la nouvelle équation 

(B^ I (a+a?)*(i-j:.Î^H-a,«)-*c«(t--a:)(i-|-a:.2±i4-a:«) 

Soit X = ^, on aura 

c =. (aa 4- ,)x, A = ^^ =s 0.47801 98448 776, 

log A =s: 9.67944 59366 161 7. 

Soit ensuite x ss — 3 , on aura 

c = (a — 3)X', A' = y(îl±^ = , .08556 00969 o555, 

log A' = 0.05565 58707 17076; 
de là on tire 

A-faA' 2.64914 oo366 847 /KiT/^ /•oiT ..^ 

^ = A-=:^ = 0.1.^2 0406, 48 S5 = ^0.45545 68571 445, 

log a = 1.51076 67186 25^4, 

log c es; 1.50175 16040 67^:^1. 

L'équation (B) donne de plus 

p = I -H - — 2a ~ c*^ 

q ss c^ — a*, 
Tome III. 3a 
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ti^ s= 418.54589 65889 57a c» = 4oi.!2945o oSgGS gai 

c^ = J^ox.^x'^l^o oSo^^ 931 ^a = 4^-9<^> 5674a 890 

q z=z — i 17.04959 599^5 4^1 — 44^ •^^^4' fyr]Q& 811 

1 + 7 = a. ii8o5 59887 499 

p = — 44o.o8558 oa8i9 5ia. 
D'après ces valeurs de p et 9 , réquation a^ -— po? -f- 9 == o donnera 

â( =s 0.05875 78768 966, log a = 8.588i5 58o54 849, 
& = l^o.\:k:i\\ 81678 a78, log C = a. 64557 51944 057. 

Calcul de ^^a par la formule (la). 

i) a 8.588i5 58o54 849 a = 0.05875 78768 966 ' ' 

a*.... a. 94067 90174 345 a) a 816 

8.93081 87559 5a 4^=: 0.05875 78761 782. 
a) 0.44965 55748 614 

Calcul de 4'^ par la formule (16). 

u 7.5564a 68o55 965 i) 0.00007 aaoi9 537a 

M-.... 8.678ai 54037 9815 1.54969 63777 47 

f 9.83590 87409 445a 4'ff = 1.54963 40767 9538. 

1) 5.85854 89495 "588" 

Nous ayons maintenant les valeurs approchées de nos cinq fonctions 
comme il suit : 

4'i = 1.35575 06348 17, 

4ï = o.5oi5i 9o556 614, 

4'a = i.5i485 38467 695, 

4ot = 0.05875 78761 783, 
4'ff = 1.54963 40767 955. 

Quatre d'entre elles satisfont à l'équation 

4« + ^^'^ + 4 î — 4'^ = 0-77484 81588 754, 

dans laquelle le second membre est la valeur connue de 

;4'i = 0.77484 81 588 755. Ainsi Ton a exactement 
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Ajoutant de part et d'autre '^i , on aura pour les cinq fonctions dont 
il s'agit réquation 

4i 4- 4 T — 4'^ + 4* — 4'^ = 4ï + H'i^ 

dont le second membre est la même constante qui a lieu dans toute reten- 
due de la seconde zone, pour le cas de trois fonctions. 

266. Dans cet exemple, après avoir trouvé les deux racines x=zaf 
X = — € , qui , avec les valeurs données a:=i, x =^ j, a: = — a, 
déterminent les cinq fonctions comprises dans le premier membre de 
réquation (3), nous avons combiné les signes de ces fonctions de ma- 
nière que la somme des quatre 

4 i — 4'2 + 4<t + 4'ff 

se trouve égale à la constante connue î* 4' ^ > ^ ^^^ s'exprime autre- 
ment par réquation 

41 + 4 r — 4'3 + 4* + 4'^ = 4i + i44. 

Cette combinaison , pour obtenir le résultat cherché , n'a pas exigé beau- 
coup de tàtonnemens dans la question actuelle, où Ton pouvait faire 
abstraction du terme 4^^ compris ordinairement dans les constantes, et 
qui ne laissait ainsi que quatre termes A, B, G, D, dont trois peuvent 
être joints au premier, considéré comme positif, de huit manières dif- 
férentes, comme on le voit ici : 

A + B + C + D, AH-B4-C — D, A-HB — C + D, A— B+C-J-D, 
A+B — C — D, A— B-hC— D, A — B— C + D, A— B— C— D. 

Dans d'autres cas, le tâtonnement pourrait être beaucoup plus long et 
plus laborieux ; c'est pourquoi il ne sera pas inutile d'indiquer ici un pro- 
cédé par lequel on pourra, dans tous les cas, parvenir d'une manière sûre 
au vrai résultat que Ton cherche. 

Observons d'abord que le coefficient € est en général affecté à la fonc- 
tion 4^7 cl^ sorte qu'il prend successivement les valeurs e,, e^, €3,... etc., 
quand il s'applique aux fonctions particulières 4*^1» 4'^»^ 4*^3» ^^^' i ^* 
c'est ainsi que se forme la somme 6,4^1 + ^â4^« + ^34^s + etc. , re- 
présentée par 2(é4«îc), pi'emier membre de l'équation (3). 

Le coefficient €, dont les valeurs particulières ne peuvent jamais 
être que -|- i ou — i, pourra toujours se déterminer par l'équation gé- 

32.. 
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nérale fla:v^'(^,.r) 33= e6,^l/(f»^)i que Ton trouve art. 198 du deuxième 
supplément. 

Cette équation se simplifie en observant que {/{^lOd) et y^((ft^) doivent 
toujours être des quantités positives; de sorte que pour déterminer le 

signe de e il suffira d'eicaminer si y~ ^^ positif ou négatif pour chaque 

valeur particulière de ûc , telle que a: =; /• Si cette quantité est posi-* 
tive, on aura € = + i , et la fonction 4^ entrera avec le signe + 
dans la somme 2 (é^x) ; dans le cas contraire , on aura € = — i , et la 
fonction ^l^ entrera avec le signe — dans la même somme. 

367. Appliquons cette règle aux valeurs successives j: ;= ^ , — a , 
a, — C, considérées dans l'exemple IL 

La quantité 7— , dont le signe détermine celui de 4^^ ^t dans ce cas 
-^ , suivant Féquation (B) de lart. 26a. Cette quantité est positive 



' c 



pour les trois premières valeurs mentionnées , et négative pour la va- 
leur JCŒ— C- Ainsi la fonction 4(— * É^) devra être prise négative- 
ment 4 et les trois autres positivefnent « dans la aomme Z^^or^ laquelle 
sera par conséquent 

4r 4- 4(~ 2) + 4(«) - 4(~ €), 
on , suivant notre notation ordinaire , 

4 f — 4'2 4- 4^ + 4'ç. 

Çftte somnxe» d'après les valeurs treuvéesi, se réduit à i4'ol <^'^^ 
Ifk résultat qu'on obtient ainsi de la manière la plus directe et sans au- 
cun tâtonnement. 

Si Ton change le signe de l'une des quantités A et \\ on aura une 
seconde solution. Soit donc A ï= -~ 0.47801 98448 77^? on aura, en 
conservant la même valeur de k' et ne poussant l'approximation que 
jusqu'à cinq décimales , 

a = ^r J^^ ~ a.SagSo, c s= ••^ i,a7o85> ç' «s ^-- <?, 

/? = — i.i5566, q = 0.92736; 

de là on voit que f^ -^ 4?' ^t n^atif , et qu'ainsi cetti sacoride sûl«* 
tim fst im^inaii^. 
On «Ulrfit 4âux autres solutions du ménsie problème en changeant k 
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signe de m dans les formules primitives ; mais nous allons passer à un 
autre exemple , qui ofirira on plus grand nombre de solutions. 

Epcemple IJL 

268. Soient î, — i, — 2 les trois valeurs données de x; l'équation ( 1 7 ) 
à laquelle il faudra satisfaire sera^ dans ce cas^ 

' -H^(/» + !?) — ?. 

Les suppositions x^=z {, xss — 2 donnent, conformément aux résultats 
déjà trouvés^ les deux équations 

c + ic. = (a + J)A, A = 0.47801 98448 776, log A = 9 67944 59266 162, 
c — 2c, = (a — 2) a', a' s=ï 3.25668 02877 ^^6, log a'=: 0.51277 ^1254 367. 

La supposition x = — - 1 donnera une troisième équation 

^ — c, = (a — i)X", X" = ^^ = 5-70245 91756 458, 

log A" = o. 56849 02785 519; 
de là on tire 

5a' 6a' + A 0.54076 6oi3l 67 ^ ry , 

^ = 5I^rsr:::^=^^ 7.78621 53153 32 ^ - <>-^^ 76047 ^, 

log (— a) s=s 8.84885 14788 a, 
c = — 1. 18445 49^5o 5, log( — c) 5=3 . 0.07551 8558i 00, 
c, = 2.77942 60224 3, log Ci 5:5 0.44^^ 51192 89. 

Pour déterminer p et q, on a les équations 

i ^ p = c\ + 2a ^ (^^T^)^ 
9 = a' — c'; 
d'où résulte 

;) == — 5.46595 98159 66, log o^SSgftt 55232 55, 
9 = — 1.59794 8o555 95, log 0.14549 10281 52. 

Ensuite, la résolution de l'équation x^ — px + q=so donnera jt: s=r a , 
x = — - C, savoir : 

#. ;a; 0.5^i Qo^tk 60, log; « ^ss 9*56219 29600 747, 

€ ss 5.85087 58552 26, log € = o. 58529 80780 774. 
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Calcul de -\<t par la fornude (12). 

1) = *. .. 9.56319 agSoo 747 1) = 0.56491 60572 60 

a*,.. 7.81096 475o5 755 2) 19 67779 602 

8.92081 87559 52 5) 5209 080 

2) 6.29397 64544 002 4) »9 " 

7.81096 475o5 755 ^J 

9.61181 98286 4* = o.565ii 55580 677. 

5) "5.71676 io555 74 
7.81096 475o5 73 
9.75809 i4565 

4) i.2858i 72402 5 
7.81096 475o5 7 
9.82590 87409 4 

5) 88.92069 07515 6 

Calcul de -^'C par la formule (16). 

„ 9.41670 19219 226 1) = 0.08891 22547 6o5 

3) — I 24543 570 



«•. 



a • • 



g. 70855 09609 61 5 

i . . 9.82590 87409 445 0.08889 98205 255 

'0 8.94896 X6258 282 5) ^886 

«5.... 7.08550 96096 l5o 4^ : 1. 

9.06214 79067 49 U = 0.08889 98269 076 

.) - 5.09461 9M0X 90 '-549696277747 

7.o855o 96096 i5 4'C = 1.46079 64508 594. 
9.62727 67796 8 

3) 1.80540 55294 8 
7.o855o 96096 1 
9.76405 265oo 9 

4) — 88.65294 7789» 8 

Nous avons maintenant dnq fonctions, dont les valeurs approchées 
sont 
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4i = o.SoiSi go336 6i4, 
4'i = o. 93885 14394 40, 
4'a == i.3i483 38467 595, 
4» =; o.365ii 3538o 677, 
4'^ =s 1.46079 64508 394; 

et ponr former ane équation avec ces cinq fonctions, il faut recourir à la 
règle donnée ci-dessus , n' 266. 

En vertu de cette règle» la quantité r— , dont le signe détermine celui 

de '^x, a pour expression 

£X + jr ^^ X — o . 090607 

c + CjX "^ x( a. 779426) — 1.1844^5* 

Appliquant cette formule aux valeurs successives a: =s | , — i , — nk, 
a, — €, on trouve que les signes des cinq résultats sont -|-# +» +» 
— y 4- ; donc le premier membre de Féquation (3) sera 

ou , suivant la notation ordinaire , 

Changeant tous les signes pour que la somme soit positive, elle deviendra 

4» + •4/'C + 4^2 H- 4'i — 4 i. 

Or, d'après les valeurs trouvées, cette somme est égale à la constante 
Cs=3 3.57827 5o4i3 85a, et comme cette constante est très peu diffé- 
rente de la constante connue 4^ "Hl 4'i = ^*^7^^7 5o4i4 ^65, on 
aura exactement 

4a + 4'ff 4. 4'a + 4'î — 4 ï = 4 1 + 1 4' h 

Nous avons déjà dit que les trois mêmes données {, '^ i , — 2 sont 
susceptibles de produire jusqu'à huit solutions ; en effet , si l'on change 
successivement le signe de chacune des quantités A^ A', A'^, les deux 
antres restant les mêmes, on obtiendra trois autres solutions. 

Si ensuite on change le signe de m dans l'équation (C), on aura 
une nouvelle formule d'où Ton déduira semblablement quatre autres 
solutions. Nous allons indiquer sommairement les résultats que présente 
l'analyse de ces huit solutions. 
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Second cas , où ton change le signe de A. 

269. Alors les équations déduites de la formule (C) donneroot, par 
ce changement de signe, les valeurs suivantes : 

5a" — 6a' — A i.5o58o 57029 2 r^ z? / o 

^= 5A--3/ + 2A = '^ 9.69fa9 4694M =^"^^-'^^^^^9979 8, 

c-+-ï^i = — " 0,16479 01725 6, 
c — 2C, = — 7*01900 poîaS I , 

c = ~ 1,55565 59445 9, p =s= — 5.08828 66o5o 8, 
c, = 2.74168 75440 6> 9 = — 2.55406 4^917 7^ 
et la résolution de l'équation a^ — px -{- 9 == o , donnera 

^ = a, et =s 0.62805 44*^ ^r logct ss 9*79799 72740 8, 
X = — Q y C =s 5*71654 10198 f logé SB 0.57011 55590 a. 
Au moyen de ces valeurs^ on trouve 

4'ct = 0.65558 56174 8, 
4'ff = 1.45665 75586 8; 

puis en combinant entre elles les cinq fonctions , suivant la règle géné- 
rale f on formera la somme 

4 î: + 4'î -H 4'a — ^|/a -f- 4'€ = 5.57827 5o4io 6. 

Le second membre est la valeur approchée de la constante connue 
41 +f 4'^î ^^^ ^^ ^ exactement 

Troisième cas ^ où Vcn change le signe de X'. 

Alors les équations déduites de la formule (C) présentent les résul- 
tats suivans : 

Sa'' -f. 6a' -H A 38.53o3o 743q3 602 . /-r ^ , 

^ = SA-- +3A--2A = 27.3262^ 7o4»5 l55 = ' '^'^Q' '^^ ^'^' 
c-f-^c, = 0.91502 5i486 99 , kigA =E owi492d 27058 855, 

c — c, srr i.5i8o5 14299' 827, 

0= 1. 11469 92424 60 , f — p = ^•,-f.2a — (^?^), 

Cj= — 0.40555 21875 225y q = a^—'C^. 

D'après ces valeurs ^ on aura à peu près pss i .i5524 et 9 = 0.74554» 



l 
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d'où il suit que />* — ^q sera une quantité négative , et qu'ainsi cette 
troisième solution est imaginaire. 

Quatrième cas ^ A" pris négativement. 
Alors on a 

« = i^rjêrf73i = 1-28510 41114 444, 

c + -jCj = o.8555i 51904 37, c = 0.21701 46827 12 , 
c — 2C, s= — 2.52818 73481 5, c,=: 1.27260 ioi54 5o8- 

De là résulte encore une solution imaginaire. Ainsi la supposition de 
m positif donne deux solutions réelles et deux imaginaires. 

Cinquième cas ^ m négatif.. 

270. Si nous changeons maintenant le signe de m dans l'équation (C), 
le système des valeurs de X, X', X", sera remplacé par de nouvelles 
valeurs y dont les logarithmes se déduisent aisément des premiers et 
donnent les résultats suivans : 

c + |c, = (a + i)^ 9 log^ = 0.01952 4^777 ^^ > 
c — 2C. = (tf — 2)X', logA'= 9.96454 61:^92 85, 
c — c, = (a — i)A", logA"= 9.75255 97175 52. 

D'ailleurs on aura toujours a = g^> ^^^ _\^ j et en substituant les 

valeurs 

A =1 1.04598 16791 4 y 

a'= 0.92118 54552 I , 

A"= G. 54018 i5i55 o, 

il viendra a = ''^g?> a À/ ^ == 0.826^5 52167 4- 

2.15400 Di5o4 1 ' ^ 

c -|- 7^1= 1.58721 77589, 

c — 2Ci= — 1. 081 25 26986 5, 

c = 0.89552 565i5 9, loge =: 9.951x0 60526 6, 

c, = 0.98758 81750 12, logCi= 9«99448 79318. 

Ensuite il faudra calculer p et q par les formules 



5 



|- /> =5 C'j + 2fl -f- 



m — I 



$ 



q =i a^ — c\ 
ce qui donnera 

Tome IU. 55 
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p lats — 0.74545 g85o5 2, 
9 = — 0.11571 9882:2 1; 

de là les deux racines amassa., a? = — €, sa^Foir : 

a == 0.15189 87699 5, loga'= 9.13034 07454 9, 
Q = 0.87752^ 8600a 7, loç^ = &• 945^^6 7^574 45; 
calculant 4ttf par la formule (13) et 4'£ par ta (bimule (14)9 oa aura 

>}/« = 0.15189 92087 54, 
4'f =r 0^.84561 79047 47 5' 

combinant ensuite ces deux fonctions avec les trois fonctions connues 
-sp^i , 4'^ 9 4 ^ > ^° formera L'équation 

4'i + 4'3 — 4 i — 4^ — 4'ff =; o. 77484 aiSQo 59 ; 

et parçft ^ji^ le- second membre approche beaucoup de la constante 
connue 74^ ^ as 0.77484 8.1 S88 735, oa aura exactement 

4'i + 4'3 — 4 i — 4« — 4'ff = i 4' i. 

Sixième cas ,^ A négatif. 

Supposant toujoui» m négatif^ si fou ch^i^ge le signe de: A , on aura 
les résultats suivans : 

a = — 1. 90811 5956.7 7S, i( — a) = 0.38060 43o36 o5, 
c = 0.45837 11359 35, 
C|=: 2.03918 o5lI7' 336» 

Nous n'allons pas plas loin, parce que ces valeurs conduisent à une solu- 
tion imaginaii^. 

Septième, casj, A' né'gcUif. 

Si, en partant toujours des formules qui supposent m négatif, on prend X' 
négatif, on aura les résultats suivans : 

a s=r 3.74989 03583 », log a = 0.45951 55635 i, 

c = 2.58^3b 33554 ^f 
c.= i.656o4 48672-5. 

Calculant ensuite les valeurs d#^/7«et ^par les- formules 

f — p = c\ + 3a H — , y = û» — c% 
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on troaTen 

p= ^ 6.^9445 ySiSo 6, 9 = 0.89877 00^95 2; 
de là les racines x=— et, x = — €, 

a == 0.14618 24765 5, log £e = 9-16489 53i46 4, 
C = 6.14827 48567 T , log ^ = 0.78875 53728 4; 

et le cftlcol des fonctions donnera 

4'a = 0.14618 i665i 848, 

4^5 = 1.50596 69170 61. 

D'après ces valeurs, on trouve que la somme 4'<<'+4'^"f~4'' — 4^ — 4« 
se réduit à 0.77484 81593 65, quantité qui s'approche beaucoup de la 
constante connue 7 4^ o ^ ^^°^^ ^'^^ ^^^^ exactement 

4'a 4- 4'^ + 4'i ~ 4'^ — 4^ = H'^ 

Huitième cas y A" négatif. 
Alors on aura 

a = 0.95045 5441a 04, log a = 9.97795 08474 26, 
c =* I .02055 51954 ^6, 
c, = 0.99558 90604 88, 

^ = — 1. 00616 0092a 9» 
9 = — 0*15775 88996 2; 

de là les deux racines ar=«, x = — f, 

et = 0.12209 86742 62, log a == 9.08671 09483 9, 
Ç = 1.12825 87166 5, log S = 0.05240 87166 66, 
et les fonctions correspondantes 

4« = 0.12209 89505 76,* 
4'€= 1.02228 47i56 55. 

Au moyen de ces valeurs, on trouve que la somme 

4 ï + 4'^ ■"* 4'^ "f" 4* — 4'^ 

se réduit à — 0.77484 81 589 5, quantité très approchée de la constante 
•^4'i = 0*774^4 81 588 755; ainsi l'on a exactement 

4'fl _ 4'i - 41 + 4'f - 4* = ^44. 

27i« Il résulte de tous ces calculs, que sur les huit solutions dont 

55.. 
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Texemple proposé est susceptible , cinq sont réelles et trois imaginaires. 
Voici un tableau qui comprend les cinq solutions réelles : 



m pos. 



^. + +-. -;. = .. + Wi - +. - +-c{ - l:^ ^l %■ 

+■. + ,.. + 4î = +. + H'è + +. - ^c{ ; = t^ f:X' 

4-. + +-. - 4i = m + +• + +'c. ....{ ; = ::*ti lifn ': 

mnég.( 4^2-^1.1 +4i = *- + 4'C-i4^H-...{ c = 6.14827 48367 ,, 

4'l - 4.'2 + 4.1 = ? 4'i + ^^- - ^'C. . I ! "^ 0.12209 86742 62, 

^i . y2 -t N.^ _ ^>|, , -t- s-- yb \ C = 1.12825 87166 5. 

Le premier membre de chaque équation contient les fonctions qui répon- 
dent aux trois valeurs données de a:; on a fait en sorte, dans cette dispo- 
sition » qu'il n'y eût, au plus, qu'une fonction précédée du signe — , chose 
toujours facile à obtenir au moyen d'un changement de signe qu'on opé- 
rerait, au besoin, dans les deux membres. Maintenant on voit que toutes 
les combinaisons de signe entre les trois fonctions données se trouvent 
dans ce tableau, avec la condition mentionnée qui n'admet que quatre 
combinaisons; aussi voit-on que la combinaison \[/'i +4'^ — 4 i ^V 
trouve deux fois. Ce résultat trouvé, pour le cas de )cc = 5, dans une 
transcendante de la seconde classe, ne peut manquer de s'étendre à toute 
autre valeur de /ui dans les transcendantes de la même classe; c'est-à-dire 
qu'étant donné un nombre quelconque jU — • :2 de valeurs de a:, pour dé- 
terminer un pareil nombre de transcendantes 4^ ou 4^<^9 on pourra 
toujours trouver une somme de ces transcendantes prises avec les signes 
qu'on voudra, de manière que cette somme soit composée d'une cons- 
tante déterminée et do^eux fonctions, dont les variables a et C sont dé- 
terminées algébriquement par le moyen des /jl — a valeurs données de x. 
On peut s'assurer, en outre, que le même résultat peut être généralisé 
pour les transcendantes de toutes les classes; c est-à-dire qu'étant donnés 
les signes des différens termes d'une somme proposée de fonctions, on 
pourra trouver assez facilement , a priori^ les signes avec lesquels on doit 
prendre les quantités analogues à celles que nous avons nommées A , A', 
a'', etc., pour que la somme des fonctions prises avec les signes donnés 
se réduise à une constante, jointe à un nombre de fonctions auxiliaires 
toujours égal au numéro de la classe. La règle, pour cet objet, se dé- 
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dnira toujours aisément de celle que nous avons donnée ponr former la 
somme Z^, qui compose le premier membre de Téqualion (5). 

273. n suffit y pour s^en convaincre , de chercber coromenl dans le der- 
nier exemple, où Ton a pris m n^alif, on aurait pu, a priori^ par- 
venir directement à la combinaison qui donne la valeur de 

4'. - 4'a + 4i. 

D'abord cette combinaison, exprimée par les seules fonctions -^x, est 

Dans le cas dont il s'agit, la quantité z— , qui doit servir à déterminer les 
signes des fonctions, est —j^ — . 



« + ï I 



Dans le cas de X s= ^, celte quantité, qui devient ^_T* = 7» * par con- 
séquent le même signe que A. 

Dans le cas de jc = •— I , cette quantité = * = -; a le même signe 

que X". 

Enfin , dans le cas de x = — * 2 , cette quantité a le même signe 
que a'. 

De là il suit que pour obtenir la combinaison cherchée %[/ ^ — «v^ ( — 1) 
-f- -^ ( — 2) , il faudra prendre 

A positif, a" négatif et A' positif. 

C'est en effet la combinaison qui a produit ce résultat , et d'où Ton a dé- 
duit l'équation 

dans laquelle 

CL = o. 1220g 8674:2 6a, 

€ = I. 12825 87166 5o- 

Cette application suffit pour faire voir que le problème dont il .s'agit se 
résoudra toujours avec beaucoup de facilité dans les transcendantes de 
toutes les classes. 

Ainsi, étant donné un nombre quelconque /jl — N de valeurs particu- 
lières de X, on peut adopter telle combinaison de signes qu'on voudra 
dans la somme des fonctions 4^» où nous supposons 4^ ^^^ fonction de 

la première espèce, représentée par J 77^-7 1 et l'on pourra toujoui^ dé- 



— — r, fj: étant un poljnome en a: du 
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termifier les signes des oombres X oorrespondans à chaque valeur par- 
ticulière de 0?^ de manière que la somme des fonctions prises avec les 
sigâes proposés soit égale à une constante connue ^ jointe k N antres 
fooctions dont les variables seront déterminées par le moyen des /Et — N 
valeurs données de x. Il pourra arriver qu'âne ou plusieurs paires de 
ces variables soient imaginaires , mais la solution n'en existera pas moins 
analytiquement. 

§ Vni. Suite des mêmes recherches y appliquées successii^ement 
à une seconde fonction de la première espèce et a deux 
fonctions de la seconde espèce. 

^. ^ cv ce que nous avons dît en 
ardx 

_^^. est une seconde fonction de la première 

espèce, et que y .^_ ^v et Jtt^zT^) ^"* ^^^^ fonctions de la se- 
conde espèce; il est inutile, d^ailleurs, d'admettre dans l'intégrale 
j—fL——^ qui résulte de la supposition ^ = a:' (^ — «), des puis- 
sances de X plus élevées que la troisième , puisqu'on a prouvé que Tinté- 
grale f-yz — r , où (px est un polynôme en x du degré \ , peut toujours 

se ramener à des intégrales semblables, dans lesquelles l'exposant e est 
moindre que > — 1 . 

Pour distinguer les nouvelles intégrales de celles que nous avons consi- 

4'.^ ; semblablement ^L^-g-^ et Jy[f:f^^ pa^ 4^^ «^ 4>- 

Si nous partons d'une équation 2^^ = ^ ^ trouvée pour la plus 
simple des fonctions de la première espèce p il suffira de dianger les fonc- 
tions 4^ ^^ 4<^^ ^^ ^^^ fonctions 4'^ "^n — 4^*^^ ^^ ^'^^ ^^^^ sembla- 
blement 24i<^ = C!|^ C« étant une constante déduite de G, en mettant 
4ii à la place de 4i» ^^ — 4^ i^^^ place de 4' -3* Ges résultats, indiqués 
par la théorie précédente, vont être vérifiés dans différens exemples; mais 
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avpanTant 3 est oecessûre de doDoer les fbnmles |nr lesqvdks on 
poam calculer ficileincnt les Taieurs muDeriques des Doovdles fonc- 
tîoDS -Z^ et 4'r3r. 



a"4. n faut d'abord alcnler les fonctions complètes 4>> «i 4»i> ^ 
première |nr h farmok pa§e 4o8> la seooode par U formate (2), page 577, 
tooK II ; OB aani les réndb* smYaiis : 



*•' o-^857 49565 47 /-^ = j^ /-f*L^, 

0.45 9.653ai a5i57 75 -^ '^^'^'^ •"s'"' *^ '""^ 

r(i.4o)-.. 9.94805 27714 II +.» 9-S<i677 08774 47 

— „, _, r-rr cosfir. .. 9.48008 aSdîo 86 

9.84984 OaaiS 55 ' y t^-îfy^ t 

r(i.9o)... 9.98S06 95440 86 +^î 0.57678 85iS5 6i 

I ^ Q/x-. -Ji -y / ^''•« ^ 2.58ii5 9645a 5q. 
4.» 9-066770877447 ^ :r-» -» 

^P.i s= 0.75581 87960 81 



A l'égard de la fooctioa indéfioie, il ùnt distingoer denx cas : 
I*. Lorsqu'on a x* «Cît Tintégratioa donne immédiatement 

X,xssx*(-H — . 1 -y'T'T' — t-Z' — + etc.); 

•"^ \a ' a 7 * a. 4 »* a. 4-6 17 / 

a'. Lorsque jc* est > ^, on fera i — «*= u, on x = (i — 1»)?, et 
alorsonanra Ar^3^ = +,— U,U3=i/«"'<ft<Ci— II)'*, on 

Ces mêmes formules» adaptées au calcul .numéri<pie, prennent la forme 
suivante : 

4,x = ijc* H- Pjc» (9. 15490 19600) + Px» (9.90476 55709) 

4- Px» (9.64097 80574) 4* Px» (9.9169a 57 ici) 

-H Px» (9.76955 10786) -#- Px» (9.9a65a 78487) 

^^°^ ) + P«* (9.85oo5 4a^6) + P«» (9.95581 8ii9&) 

+ Px' (9.86550 i4a6i) + etc. 
+ Px* (9.88843 5aa49) 
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U= |tt* + P« (g.Soïoa 99957) + Tu (9*89748 61095) 
H- Tu (9.68124 13574) + Tu (9.91229 79888) 

(21) { + Ptt (9.79172 40576) -+■ Tu ^.92336 59430) 

+ Tu (9.84509 80400) -j- elc. 
+ Tu (9.87663 76516) 

Venons à l'autre foDCtion 4'i^= | .^ , t. . Si l'on a a:* -<ï, cette 

fonction se calculera par la formule (20), eu observant de prendre négati- 
vement les termes de rang pair. 

Si l'on a a^ "> j et jr<i, il faudra faire - j = « > ou 

) *; ce qui donnera -^^x^s/ju ^du{i — u) "•, on, en 

intégrant par série , 

' \.2 • 10 7 ' 10.20 12 ' I0.20.d0 17 / 

Il en r^ulte, pour le calcul numérique, la formule 

•4/',jc= w^(9- 67897 00043 3602) -f- ^^ (9* 95069 93o5o) 

+ Tu (9.41017 4465o 89) + ?u (9.93948 95380) 

+ Vu (9.74364 05992 6) + Pa (9.94639 89297) 

(22) ^ + Pw (9,83400 90678 5) + Tu (9.95172 97089) 

+ Pw (9.87703 o856a) + Vu (9.95616 33007) 

+ Vu (9.90228 499^4) + etc. 
4- P« (9-9«^ï 4547O 

Cette formule servira depuis oc^ = j jusqu'à j: = i ou u = f ; passé 
X = 1 , il faudra recourir à une autre formule. 

^** 7+]?="' **" ^=V~ïry » **" *"* t/o+x») —""^" ••d«(i— tt) n 

soit donc U = /f m" *° a« (i — 1/)" ^ , ou 

U= nu^Ci + ^.— + F-^— •— + K ' '' g 'î"- + etc.). 
\ ' 5 II 5.IO 21 * o.io.i5 3i ' / 

Cette formule, adaptée au calcul numérique, prendra la forme 
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U = 7x^ + Vu (8.75675 8565a a6) + Vu (9.92049 69551) 

H- P« (9.62226 57774 16) + P« (9.92969 95684) 

+ P« (9'7^7<> 96941 5) + P» (9.95699 i25i6) 

(25) ^ -|_ p„ (9.85282 ©5465 5) + Pu (9.94291 15751) 

P« (9.86900 i5o79 7) H" ®*C' 
P« (9.89227 71 177) 
Vu (9.90851 75818) 

et l'on aura ^\x ^ 4'i i — ^t valeur qui servira depuis x = t jus- 
qa a x == 7* 

Enfin y lorsque œ sera >> 2, on aura nne formule pins simple en fiûsant 
x = ^ on a = -, ce qui donnera 4'iX = 4'i^ — U, U=yâ"^(i+ii*)" ' 

ï/ I II* , 1.3 «'• ^ \ 
= 2«-(.--.- + ^.--etc.),on 

U = 2tt* — Pw* (8.65757 75191 78) — P«i* (9.90188 68029) 

+ P"* fo -59425 46558) + Pu» (9.91474 46063) 

(24) ^ ""*'"' (9-75167 65549) — Po* (9.9^462 00428) 

+ P«* (9.82058 58901) + P«i* (9.95244 56258) 
— Pli* (9.85945 61901) — etc. 
+ Vià (9,88445 17801) 

Exemple £^. 

275. Les yaleurs de a et € étant les mêmes que dans les art. 25o 
et 25iy on a trouyé 

41 + 4'e ^ 4/^ = 4^4- H'i. 

ou simplement 4'^ — 4'flt = ^ 4' 1. Si de cette équation, pour les fonc- 
tions '\x^ on veut passer à une équation semblable pour les fonctions 
4,x, il faudra, conformément à notre théorie^ changer les signes des 
fonctions 4'* ce qui ne produit, dans le fait, aucun changement; on devra 
donc avoir dans les nouvelles fondions 

En efiFet, si d'après les valeurs de a et ^ données art. 244, savoir : 
* = 0.7159a 09561 59586, 1<% a = 9.85486 5o75i 0294, 

£ = 4.52014 70215 40202, log é s o.655i5 256o8 1009, 
Tome UI. 54 
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on calcule les fonctions 4't^ et 4'i^ P«^ les formules (20) et (24) , on 
trouvera 

4'ib = 1.44^47 67^95 i4 

4'«S — 4'«* = '• 19057 98215 74. 
Or, on a i ^^ i = i . 19057 98216 075 j jet puisque ces deux nombres , 
calculés tous deux par approximation , diffèrent si peu Fun de Tautre , 
on est en droit de conclure que Téquation 

4'i^ — 4'«^ ^^^ i'V^^9 

semblable à Téquation 4'^ — 4'* = • 4' o > ^ lie» exactement , suivant 
la loi générale qui avait été annoncée. 

Exemple II. 
276. En supposant, comme à l'art. 249, 

* = \/(^T^ - (^^) = ''• 79360 44955 54840, 
g ^ ^(5 — m^ ^ 3^^ ^ 1.55755 65t58 55o52, 

nous avons trouvé Téquation 

4« + 4'e = 4i + H'i- 

Ainsi Ton devra avoir pour les fonctions 4i l'équation 

J^^a. — 4'.S = 4.t — W\i 
en effets on trouve par les formules précédentes 

4\f = 0.78625 8i5o8 95 
4,tf :^ o.55i47 7io5i 82 

4',C — 4ï^ = 0.45476 ioa57 i5. 
Celte constante s'accorde très bien avec la valeur de | 4'«i "" 4tî » 
comme on le voit ici : 

i4'ii = 1. 19057 98216 195 
4,1 = 0.73581 87960 81 

14',^ — 4,1 = o. 454^76 10255 385. 

Ainsi l'on axira exactement 

comme la tSiécnrie l'avait indiqué. 
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Ejcemple III. 

277. NoiB aToas IzoaYé d-dessos {268) pour les fonctions 4^ Té-* 
quatioo 

En passant des fonctions *4^ aux fonctions 4i> il n^ ^^''^ ^ changer que le 
signe des foncticms -\/, et Ton devra avoir rëcjoation 

4.. - 4'.ff + 4.1 + 4'.a = - H'.iî 

c'est ce qnll fiwt vàiGer par le calcul de ces nouvelles fonctions. 

Calad de -^^^ par la Jbrmiêle (ao)* 

1) îx* 9*<>9^^ ooiSo 08 

jc^.... 8.494^ 00216 80 
9.15490 ig^oo 

2) 6.74666 19946 9 
8.49485 00216 8 
9.64097 80574 

5) 4.88249 00757 7 
8.49485 00216 8 
9.76955 10786 

4) 3.14689 ii54o 5 
8.49485 00216 8 
9.83oo5 4^9^ 

5) 1.47^77 54695 
8*494^ 00217 
9.8653o 14261 

6) 89.85192 69171 

Calcul de '^',2 par la formule (24). 
w = f , 211* = 1/2. 

1) 2a* o.i5o5i 49978 52 == «-41421 556a5 751 

n? 8.49485 00216 80 2) — aoo 88260 85 

8.65757 7S191 78 1.41220 47562 90 

2) 7.30294 25386 9 

54.. 



i) = 0. 


laSoo 


ooooo oo 


3) 


55 


80557 >4 


3) 




7621^ 95 


4) 




140a 46 


5) 




3965 


6) 




68 


7) e«c- 




a 


4.i«o. 


ia556 58o85 88 
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7.30294 33386 9 i.4iaao 47362 90 

8.49485 00216 8 5) a 46619 27 

9.59425 46538 I. 41232 95982 17 

3) 5.59202 70141 7 4) — 4550 64 

8.49485 00216 8 1.41222 89651 55 

9.75167 65549 5j 8g g5 

4) — 5.65855 55907 5 6) — 2 o3 

8.49485 00216 8 7) etc. 4 

9.82058 5890t U = 1.41223897,9 49 

5) 1.9539895025 4',i 2.581159645259 

^it% r^^ '^'•=»= 0.96895 067.2 90. 

9.85945 01901 

6) _ 0.50829 55i45 

Calcul de >{/,« jwir la formule (20). 

££ 8.588i5 58o54 849 i) = 0.00076 o5ii5 i45 

i)ia'. 6.87524 i6ii3 06 2) 95 

fit». . . . 2.94067 90174 24 ^^^ _, 0.00075 o3ii5 238. 

9.15490 19600 

3) 88.97082 35887 5 

Calcul de -^'tS par lafomude (34)- 

€ 3.64557 51944 057 i) = 0.09555 5o5o4 i75 = U 

u 7.55643 68o55 965 '\>',i = 3.58ii5 9645a 59 

t^ 8.67821 54027 981 4',^ = 2.28582 66128 317. 

2 0.56102 99956 64 

0.97924 53984 62 

Au moyen de ces valeurs, on trouve que la somme 4»* — 4'«^ 
^^^i-|-4',2 se réduit à — 1.19057 98216 199, nombre qui s'ac- 
corde, aussi bien qu'il est possible , avec la constante connue 

14',^= 1. 19057 98216 195; ainsi l'on a exactement 

comme la théorie l'avait indiqué. 
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378. Ces intégrales représentent la première fonction de seconde espèce 
sons les deux formes dont elle est susceptible , selon que x est positif 
ou négatif. Nous allons d'abord chercher la valeur de la première dans 
sa limite a? = i , et celle de l'autre dans sa limite a: = ^. Nous nous 
occuperons ensuite des moyens de calculer les deux intégrales indé- 
nnies. 

Si Ion met x^ a la place de x dans l'intégrale fa*dx{\ a^)'^, elle 

deviendra f/jf"5rfr(i — x)*"*; et en appliquant la formule 

qui a lieu lorsque l'intégrale est prise entre les limites a; = o, xz=i 
on aura l'intégrale complète 

4 I — s i r(o.6o)ri £ r^r(i.6o) 

^' 5" r(i.io) ■" 3* r(i.io) ' 

i 9.53387 87453 8o5 

r J 0.34857 49565 47 

r(i.6o). .. 9.95110 2017450 

I : r(i.io). o.o3i65 93360 38 

4.» 9-744ai 5o35i i55, 4.1 =s 0.55490 o3837 086. 

Venons maintenant à l'autre intégrale 4'.ar = /^(f ^^) ; eUe devient 
infinie dans la limite or = ij mais si on la compare à la simple inté- 
^^^f^> <^^J^'^'dx = ^V^x, la différence des deux, 

/[x-W-.p^-5-J, 

est une quantité toujours finie , et dont la valeur pour la limite or = -' 
se détermine exactement par la formule (a') page 578, tome II; en 
effet , faisant a = ^ ^ xs=z5j cette formule donne 

» 10 

d'un autre côté , la formule (Z) , page 577 , donne 



savoir : 
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ocos — ooos — 



A = — i— far-^ " •dlrCi — o:)'^ =: — :— . '-f±^; 



lO lo 



donc X devenant infini, on a 

3«in — 



sin — 

lO lO 



>}/,i 9.744^1 5oa5i i5 

sin 7^-..-- 9-48998 2564o 86 

log B = o.2S4a3 26610 !K9 
B = 1.79569 53625 81. 

De là on voit que plus le nombre x sera grand, plus l'équation 
J/' a: = 2 \/x — B approchera d'être exacte. 

279. Cherchons maintenant les formules par le^uelles on calculera 
les deux mêmes intégrales pour toute valeur donnée de x. 

Si l'on a o:^ <i, l'intégrale '^-^ = fy^ÊlT) ^ <^aïculera par la 
série ordinaire 

Si l'on a x»>i, soit i— jc« = m, et U =:/^«"»É&<i~«rS 
on aura 4/.x = 4** — U , et U se calculera par la suite 

2 -/ , 2 « I a-7 *** I 2.7.12 ^ u_ ^^ \ 

Ces deux formules , adaptées au calcul numérique, pourront s'écrire 
comme il suit : 



56598 



jH- Pjc* (9.27500 12720 64) H- Pa* (9.9065 

+ Par* (9.66420 78980 77) H- Par'(9.9i838 64174 4) 

(25) ^{ + P^(9-77948 9601 1 56) + etc. 

P-r* (9.83555 27221 1) 

Pa^(9.8688i 25i4i 2) 

4- Par» (9.89085 555o5 8) 
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Use |u^ + Pu (9.13495 87566 08) H- Vu fe. 89895 40272) 

+ Vu (9.62324 92904 o) + Pk (9.91 178 40704) 

(26) \ -JrVu (9.75696 195 1 3) -f. Vu (9.92173 20970) 

H- Pm (9.82027 44^63) -f- Pm (9.92966 31597) 

+ Vu (9.85735 24964) + etc. 
+ P« (9.88189 i84a3) 

* 

\/(i ' Xx^\ » ^''^ ^ calculera 
par la fommle (^5) , si l'on m j:^ < :^ , en ayant soin de prendre néga- 
tivement tous les termes de rang pair. 

Si l'on a JC*> i et jc < i , il faudra faire — r— §= w, ou xzszQ—^ *, 
ce qui donnera T77~Trp\ ^^ ï^ ^^^ ( ' "^ ") ' ** ^ ®* ^^ intégrant , 

4f X/^ I lï " I II. 21 U* . II.2I.3l «^ . \ 

Cette formule fM^nrira depuis x^=s ^ jusqu'à xs= i ou uz^^; elle peut 



s'écrire ainsi : 



4'.ar = J (9.52287 8745a 80) + P« (9.93582 36761) 
-f- P« (9.61542 39528 86) + P» (9.94489 o652o) 
. + Pa (9.81055 59557 6) -H etc. 

^'^^ ) • +Pi/ (9.87291 13865 3) 

+ Pk (9 .50436 85545) 
+ Pa 1^.92516 99764) 

Si l'on a X > I , il faudra feirc i + or» = i , ou ;r =;/i-^— V, ce 
qui donnera 

développant le second membre et int^rant^ on aura 4^m*^ = C + ^^i* >^ — U^ 
Cette dernière formdle peut s'écrire «fa» : 
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U = u^ (8.94884 74775 5a6) + P« (9.89508 48549) 
+ Pm (g.SaoSS 69485 01) H- P» (9.90736 57533) 

^281 < + P« (9-7»944 55900 5) + etc. 

^ ^^ ' P« (9.80075 33i66) 



P« (9.84555 11991) 
+ P« (9.87558 65778) 

Pour déterminer la constante C, il faut observer qu'en Élisant xs=~, 

on a u~ ~ =: a:*, et U = o , ce qui donne -^'tpe =s ax'} mais nous sa- 

vons que dans ce cas on a 4^*^ = ^^"^ -— B ; donc, C=«— B ; donc pour 
une valeur quelconque de oc plus grande que i , on a , eu faisant 

4',a: =s 3M~ "^ — B — U. 

Le cas de â?=s I donnera «vj/'i^i = 9.2»*» — B — U% U* étant la va- 
leur de U lorsque u=:j. La même quantité se déduirait plus direc- 
tement de la formule (27), en faisant uss^; mais la première expres- 
sion qui dépend de la valeur de B, donne plus promptement le même 
degré d'approximation; on en tire 

•vj/'.ï == 0.28922 481OI 897- 

28 1 • Les formules étant ainsi préparées pour les difierens cas , nous 
allons étendre aux fonctions 4*^» 4^*^^ quelques-uns des exemples 
calculés dans le § VU, pour les fonctions de première espèce 4^9 4'*^> 
mais il est nécessaire, avant tout, de chercher l'expression générale 
du terme FlX qui entre dans le second membre de l'équation (3), lors- 
qu'il s'agit des fonctions de la seconde espèce. Dans le cas de la fonction 

4.0: = / //^— ^\ y "^ valeur de X est en général 
et si l'on fait Z = ^ . ^;J^\ cette valeur deviendra 
ou , en développant la quantité logarithmique , 
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Le premier terme de cette séne — — r se réduit à -g — ^ , et en substi- 



tuant les valeurs 6a:=ar\'X, 9,^=c+c,a?, ^,a:=(i — j:»)^!— jc. ^^î^4- jc*\ 
il devient 

{a + x) (i — j:) Ti — x> + ^M 

Cette quantité , développée suivant les puissances de - = £^ , sera de la 
forme Au + Bu* + Cm* + etc. , et il est visible qu'on a A = — ac, . 
D'ailleurs^ les autres termes de la série, dus aux facteurs f- ' ? ^ ^^^* ' 

étant développés semblablement, on verra aisément qu'ils ne contiennent 
que des puissances de u de plus en plus élevées; ainsi le coefEcient A 
égal à — 2C^ est le seul qui entre dans la valeur de la quantité dé- 
signée par nX, et Ton aura par conséquent nX = -^ 2c,. 

Cette valeur ne s'applique qu'à la première fonction de la seconde es- 
pèce, désignée«par 'nJ^^oîss t ^^\ i ^^ trouverait, par un calcul sem- 
blable, mais dont le résultat est moins simple, la valeur de nX, qui 

s'applique à la seconde fonction de seconde espèce désignée par 

• /* x^dx 

Exemple /". 

282. Supposons, comme dans l'art. a5i, ^ = i ; on a vu que les 
racines ar = — a, ar = — 6 , qui résultent de cette supposition , satis- 
font à l'équation 

Si nous passons maintenant des fonctions n|/ de la première espèce aux 
fonctions 4^ de la seconde , on devra avoir l'équation 

4'*^ — 4'»* = consU — 2C^. 
Or, dans l'exemple dont il s'agit, on a c=: — ^t_ et c, = 1 — c C^ \ 

ss _ nLJlS\ j donc le second membre de l'équation précédente doit 
être const. + (m -H 1) : c'est ce qu'il s'agit de vérifier. 

Tome IIL 35 
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ValcuL Jit W«é par la fooÊUtU (pS^. 

«.... 9.85486 SoySi o5 5.62714 88684 5 

a»... 9.S6459 Sa255 tjg '9.2745!» 15!» 755 a 

i.... 9.52287 87452 80 9.85555 272M 1 

i) 9.08747 39705 89 5) 4.75702 69660 6 

a\.. 9.27452 55755 i5 9-î»745a 55755 i 

9.27500 12720 64 9.86881 25i4i a 

2) - 7.65480 06181 68 ^ - ^-S^^i^ f ^^2 ^ 

9.27452 557S5 i5 P-^f J f 755 ^ 

•9.664.0 78^ 77 ^.89o8S 5S5aS y 

S) «.5y555^ï7'6 9.374^.557554 

9. -2745» 55755 1 le, kÂ q 

'9.77948 ^•..'6 ^.^o654 56598 9 
■ " 8) «-^ fi.3flf62i ^Sgyï S 

4) — 5.60714 88684 5 9.'a745a 55755 9 

9) 1. 41882 85901 4. 

i) s= o.EsaSi 538084.1 oufràSS .76481 IC«' 

2) — 43 1 52101 47 6) — 7588 65a 

0.1 1800 01706 94 68892 459 

5) 57 45985 204 7) ïuo o58 

©.n857 4S690 144 7«»a 517 

4) — 4 23788 208 8) — __l5iifl 

0.11855 21901 956 M54 166 

5) 54579 175 9) + 26 25 1 

o.ii855 76481 lïi ,, ogg ^ QgQ — s; 

^ ^ 4j* = o»n835 69858 i85. 

Calcul de 4 -jS /mi/' lafonaukijiS). 

€ o.655i5 256û8 n uP^^... 7.05160 65911 97 

g\ ..... 5.27576 28040 55 8.94884 74775 55 

!+€*... 5.27599 28986 70 a) 6^0045 58687 5Ô 

M-®-"... 0.52759 92898 67 M..... 6.72400 71015 5o 

2 o.3o'rD2 99(g)56HS4 9.52o58 69485 01 

i) 0.62862 92855 3i 5) 2.24504 79185 8 



IC. . ..... «r.oooM aisai' 479' 6^'j^i4fi/o. ystcS- 3 

4.a5aa5 a6445 747 9.71^94 ^900 S 

B. 1.79569 536a3 81 4) 88.68900060996 

"*"* o»"8S3 69858 i85 jj' ^^gj^ 

DifiF...,^ ».3a84a 03961 754 4) 49 

Kf. := o^oQoio OI22I 479- 

Maîntenaot^ sî de h quantité 4^^ — '^'^f^z;^, 2 . SSSos. 02961 7164, 
on retranche m^nisfs^ 5.d36o6 79774 998^ 



on aura la yaifcenr de ta constante.. C s^. <««^' 0*89784 768jii3 1244. 

Cette constante diffère, très peu de Î^B s=: o.Bofj^/^ 7681 r 905. Ainsi Ton 
aura exactement fiequation 

4'*.^ — 4'»* = m -1^ r -^ i B; 

Cette équatîoA est 9 comme on voit^ dans 1^. fîirme indiquée par la théorie, 
et l'on remarque qm le terme 14'?^ relatif aux. fOncttons ide la première 
espèce, est remplacé, pour les fonctions; de*k seconde* espècio^, non par le 
terme semblaUe ~ 4^ o 9 q^î ^^^ infini , mais pai: la. constamte -*-* 7 B, com- 
prise dan$ ^ 4^^!^ lOraquQ x est infini. 

Exemple IT. 

285. On a supposé, dan^^Tart. 25a, < = — i , et faisant \/{\ — <*) 
= — v/a , on a trouvé les. valeurs 

c = ■ ^ «+• 1/2^ 

et ensuite les auxiliair^QS, a::^ot,j:=5-— Ç; d'où est résulté Téqua- 
tion des fonctions 

4£t ~ 4'c + 4'i = 4, ^ i 4'i. 

Si l'on passe maintenant des fenetions. 4<^ de la première espèce aux fonc- 
tions 4«^ de la seconde >, cette équali^n deviendra 

4t* — 4'«lf "^ 4'«ï " 4*» ■+• !• — ^^t^ 

55.. 
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et en substituant la valeur de ac^ , le second membre devient 

^P^i ^ IB + (^^ + ï) + 2V/2. C'est ce qu'il s'agit de vérifier par le 
talcul des fonctions 4»^ f 14'*^ f d'après les valeurs de a et f données 

^rt. a52. 

Calcul de 4»* /^^ ^ formule (26). 



\ — ar z:^u. 



W 



• • • • 



9, 35656 479'^ 5^ 

9.62828 23955 i55 
9.6o2o5 999^3 28 

i) 9.23034 23868 43 

u..... 9.25656 479'^ 5i 

9.12493 87366 08 



^) 



5) 



4) 



5) 



7.61184 59144 82 
9.25656 479^^ 5i 
9.62324 92904 

6.49165 99959 I 

9.25656 479^0 ' 
9.75696 i95i5 

5.5o5i8 67382 4 

9.25656 4791^ ^ 
9.82027 44563 



4 «58202 59855 7 
9.25656 47910 5 
9.85733 24964 

6) 3.69592 32730 

9.25656 479*0 
9.88169 18423 

7) a. 834 17 99063 

9.25656 47910 
9.89893 402 72 

8) 1.98967 87245 
9*25656 479 'O 
9.91 178 40704 

9) I . I 58o2 75859 
9*25656 479*0 

9.92173 20970 



4.58aoa 59855 


7 


10) 0. 33632 


44759 


= 

a) 
3) 


.16995 

409 
3i 


83o32 95 
ii548 184 
02i3o 016 




4) 

6) 
7) 


3 


20027 087 

38196 712 

4965 046 

682 621 




8) 

9) 
10) etc. 




97 65 1 

14 389 

2 562 





0.17439 60697 ai8 
0.55490 o3837 09 



4ft« ss o.38o5o 45*59 872. 
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Calcul de -^'Jô par la formule (38). 

^ » -09765 92946 92 u" . . . . 5.06055 19041 o5 

^ 5.48829 64734 60 8. 94884 74775 55 

i4-€».. 5.48829 78845 5o ' " 

--1- Lo/ oL „■, 3) 4-00957 95816 56 
u .'.... 0.54882 97884 55 „ ^ 5,^^7 9^^^^ 

0.50102 99956 64 9.52o58 69485 01 

1) 0.849859784097 5^ 88.04166 84458 27 

1) = 7 •077X7 25457 492 V o .T 

,, ^ / // / t / ^-^ 3^ 5-. 0.00000 IO318 3l7 

M 10218 328 ^ 



5) 



II 



7.077»? '5239 164 M 0.00000 io2;r3li. 

B 1.79569 55625 81 

4'.^ = 5.28147 6"[6i5 554 
U résulte maintenant des valeurs trouyëes qu'on a 

A/ S — ^â* — 4'*^ = 4.61174 70573 585; 
d'un autre côté y on a 

m + I + 2^/2 = 6.06449 5i02a 460 
4.1 + ^B = 1.45^^74 80648 691 

m + i + 2^/2 — 4*^ — jB = 4*61174 70575 499- 

Ces deux résultats étant si peu différens l'un de l'autre^ il s'ensuit qu'on 
' aura exactement 

4»* — 4'»^ + 4'»^ = 4*^ +îB — m^ I — 2V/2. 

, De là on voit que dans le résultat indiqué par la théorie il faut changer 
le signe de 2C, , c'est-à-dire que, dans cet exemple, la quantité dési- 
gnée par nX a pour valeur ic^^ et non pas-— 2C|. Dans tout autre cas 
il sera toujours facile de reconnaître, au premier coup d'œil,- quel signe 
il faut donner à la valeur de la quantité désignée par IlX. 

Exemple III. 

284* On a trouvé, dans l'art. 255, qu'en changeant à la fois le signe 
de 771 et celui de )/2 , on obtient deux nouvelles valeurs de x dési- 
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gnées par ^ = — et, a: = — -f^ qui satisfont à l'ëquation 

Si donc 01» passe èes fonctions 4^ ^^^ fonctions 4i^ ^*^ ^^ seconde es- 
pèce f on- aura une? noovelle équation 

-^'S ^ 4'.* — 4'.i = — JB + nx, 

dans laquelle on devra faire IIX == ac, } et parce, qu'on avait dans 
l'exemple précèdent 2C| = — • m — i —^2^1/3^, le ehangom ent des signes 
de iTit et d!^ f/a doofterai, pour le cas présent , ^c, ses m — - 1 + a|/a , 
de sorte qu'on devra avoir 

-^'JS + 4'«* — 4«^ Œ — Ift^m — I + 2|/a» 

C'est ce qu'il faut vérifier par le calcul: des- noureHes fonctions 4'ft^ » 
^'Sf qui se fera très aisément , à cause de la petite8se> de. « eft de la 
grandeur de &. 

Calcul de 4'»* P^r la formule (35). 
a...... Q.SoagS 8o54a 874 1) = 0.00270 24^05 845 



a?. ... 7.90887 4i6a8 62a 
9.52287 87452 80 



2) — ï«57 847 

5) :Ai^ 



7.45175 29081. 4» '^''^ - ''^'''''''^ ^'^^^ ^^^- 
a*. . . . 6.5i479 02714 57 
9.07^01 la^a 64 

a,> 5.2195444516145 
6.5i479 02714 57 
9.66420 78980 77 

5) 89.59854 262 II 57 

Càtofd de ^^ffpan la fommle (26). 

C....,.., 0.85806 77575 a5a i^;^^^ _ 6.«û86& 98^*. 624 

^' 4- ^S3 87.876: a6a 8^948»4 74^^76, 526 

l-|-f^.. 4*iQo56 68o52 64 

^ ^ i) 5.17751 75528 i5 

w"^. ... 0.41905 668o5 264 u 5.80965 51947 56 

2. . . . -♦. o. 501,02 999rî6 640 9^5:;tQ58 C^g)485 qi 



A 0.72^06 6676* 904 a) 0,50778 74960 5:ê 
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A = 5.24888 o5886 606 I,) = o.ooooi 5o495 565 

I 50496 584 3) 3 319 

5> 34686 55390 XK12 o.ooooi 50496 584 

B 1.79569 53625 81 , . , a,, ^ ,^ 

'^ ^ m— i-+-av^a=4.o6449 5 1022 460 

4'.€ = 3,45516 99766 aia ^B 0.89784 76811 ;9o5 

4'ia 0.00Î170 ^12546 a48 ' ^_^. — : 'tzz 

^ L Z — JL. 5,. 1^64 743*0 S&5 

5.45587 aa3i2 460 
4',' 0.2892*3 4810't 8gg 



•«^-•«■^Mi^a-^*. 



5.16664 74210 563 

Par ces valeurs ^ on voit que la différence entre les deux membres de 
l'éqtïsttioYi 

est tout-à-fait insensible. Cette équation a donc lieu exactement ^ et les 
résultats précédens sont pleinement confimm. 

385. Ces intégrales représentent la seconde ^fonction de seconde espèce 
sous les deux formes dont elle est susceptible. Pour donner quelques 
exemples de l'application de notre tliéorie à cette fonction ^ il faut d'abord 
trouver la valeur complète de la première intégrale lorsque ûc z^ t , et 
l'expression de la seconde lorsque x est infini. Qr^ il résulte des formules 
citées ci-dessus^ dans la théorie des fonctions F, qu'on a 

4,1 = içT^.îiii^, i^r* 9.6465i 49450 191 

/•/ ^ , x^dx \ J^i _j., r(i.«o).... gK^x-^ «6662 41 

J \^'^^'^V(H^^y~ ,:^h - i:r(i.5o). t). 04097 972!i8 5o 



10 



4,1 = 0.45985 75656 895, 4»ï 9.66362 55341 10 

B' = 0.5684^ .52086 874» «Q — 9^90795 .76445 86 

V 9.75466 56895 24. 

286. Voici maintenant les séries par lesquelles on pourra calculer les 
ittx ic»lëgraks'p0iir ^lïte videur donnée^ 'so : 
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(I) ^ < i. 

(II) or» > i. 

Soit I — a^:=u, on aura 4»*^ = 4'»' — U, et U, qui représente l'in- 
tegrale ^ /« *au (i — «)~ s, se calculera par la formule 

IT _ * wV. _j_ ' w 1.6 «• I.6.II m' , ^ \ 

"=5"V + 5-3 + 5n^-5 +s:T^n5-7 + «*<^-> 

(ni) or» < i. 

La valeur de 4'»^ ^ calculera par la série (I), en prenant avec le 
signe — ^ les termes de rang pair. 

(IV) 00" > i et < I. 

Soit u = ~zr^* **" *'*'* 

(V) x> i. 

n fisiudra faire //==■■ / ^ ^ et Ion aura j T/rjr^\^^'^f\^ "^^^(i — w) ^, 
ensuite 

U=^u--a + -^.i^ + ^"^.^ + ^^.|.'+etcA 

5 \7 ' 10 17 ' 10.10 27 ' io.i5.2o 07 J 

Si Ton fait a: = ^ , là" dernière formule se réduit à ^'sor = j jc* — B', 
comme l'a donnée la théorie des fonctions F. 

Exemple I'^. 

287. On a trouvé, dans Fart. aSi, les valeurs x=— a, œz=z — C, 
qui , appliquées aux fonctions de la première espèce , donnent l'équation 

Si des fonctions 4^ ^ous passons aux fonctions de seconde espèce 43^1 
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on devra av^ir Téquation 

^'^C — -N^'aot = conôt. ^*-^ n (X). 

Pour avoir la valeur du coefficient de -, désignée par tl (X), il faut ob- 
server qu'on a , dans ce cas , 

Cette quantité^ dans laquelle on substitue les valeurs Ox = c -f- «^ » 
Q^a:=:c ^c^x, étant développée suivant les puissances descendantes de 
X, donnera un résultat de la forme X = A -f- A'// -f- A"«* + etc. , dans 

lequel on a u = - et 

A = — 2C, , A' = — 2c 4. :icc, *— c,(vn ^ 1) — ^X"^' 
On voit que A' est la quantité désignée paV tl (X); ainsi Ton aura 
n(X) = — 2£? + 2CC, + c,(m 4- i) 4- i (c,y. 

Dans ï'^xeïnpte * proposé , cte a cîitr--— 35 et c, = r— c.^^tifc:— - c; 
donc n (X) = — ac — ^ c* =c"-^r^' . * ■ ■ j) > «t 'l-equatioa, à vérifier «era 

Maintenant^ ^ 1^ faille calcul de^^'^a daprès la fornnile (I), 'en ayant 
soîn deippftoâne^iégati'veiiMiit les»termes«de rang pair, on tbouvéra 

4'3* = o.o65i5 56566 968. 

A regard de ^'a^, Toici le calcul détaillé des diBerens termes, suivant 
la foproule (Y); mi y -a emji&yéune ^partie^desi résultats 'déjà trouvés 
art. 282. 

ur^'\... '0 .''32759 ^898 67 •w^•^ . . '7.7068049709 5i 

ur^'^.... 0.98279 78696 01 •^- ••• 8.76696 19513 14 



3 



... 9.82590 8740944 ^) 6.465766922245 

1) 0.80670 66 ix)5 45 u '6.72400 71015 5o 

. 9.39280 05690 20 



4> 

170 • • 



3) 3.58057 45926 95 
Tome III. 36 
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i) = 6.40776 55io5 44? a.58o57 4^925 g$ 

B' 0.5684.1 52086 874 6.72400 71015 5o 

5.85935 o5oi8 575 9.66458 65855 22 

U 29 09556 196 4) 88.96896 80772 47 

^j^'jff = 5.85905 95482 577 2) = 0.00029 09155 410 

4V = o.o65i5 56566 968 3) 580 695 

4'3e_4'sa= 5.77590 56915 409 4) ^ 

U = 0.00029 09556 196 

là^— 6.06011 52958 5298 

iB' 0.28420 76045 457 

5.77590 56914 895. 
Oa voit maintenant que dans Téquation 

les valeurs que nous venons de trouver des deux membres ne diffèrent 
entre elles que de cinq unités du onzième ordre de décimales, qui est 
le douzième chiffre significatif. Donc Téquation dont il s'agit a lieu exac- 
tement ^ ainsi que la théorie Tavait annoncé. 

Exemple II. 

288. Supposons 9 comme dans les art. 262 et 285, ^ = -*j, a:=say 
^ = — . f , valeurs qui ont donné pour la première fonction de pre- 
mière espèce l'équation 

4* — 4'e + 4'i = 41 ~ ^44. 

Si de ces fonctions on passe aux fonctions de seconde espèce 4^# ^° 
aura l'équation 

4s* + -V^ - 4'sï = 4si — iB' + n(X). 

Dans ce même cas , la valeur des coefEciens c et c^ étant 

m+i , m— -I , 
C =3 — ^ + 1/2, 
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on en déduit 



n(X) = — 2C + 2CC, — c,(m + i) H- f (<?,)'» 
ou , en substituant les yaleurs , 

n(X) = - (^-^) v/2 - (^^7). 

Cette quantité se réduit à n(X) = — 28.87141 ^8588 ^54; mais 
on verra quelle doit être employée dans notre équation avec le signe 
-{-, circonstance qui s'est déjà offerte, et qui s'explique en observant que 
la formule qui exprime la valeur de II (X) change de signe, en mettant à 
la fois — ^lO: et — ^^x à la place*tle ^,0: et (p^po, ce qui ne change rien à 
réquation (a), par laquelle les coefficiens des fonctions Ojt et 0|X ont été 
déterminés. 

Maintenant il s agit, pour vérifier notre équation, de calculer les va- 
leurs des fonctions '^3%, '^'s^, '^'si* Voici le détail du calcul des deux 
premières , en partant des valeurs logarithmiques trouvées art. ^83 : 

Calcul de 43* P^^ la formule (II). 



u 9.:25656 479^^ ^^ 

w».... 9.62828 23955 i5 
9.6o2o5 999î5 28 

i) 9.23034 23868 45 

u 9-25656 4791^ ^^ 

8.82390 87409 44 



1±9 
«75 



. . • 



6) 



• • . . 



390» • 



il 

50 



■ • . 



3) 



I l_ 

T7 



45 



2) 7.3IO81 59188 18 

9.25656 479 ï^ 5i 
9.5563o 25007 67 

6.12368 32106 16 

9-25656 479*^ ^^ 
9.71917 33904 24 

5.09942 13920 7 

9*25656 479 ^'^ 3 
... 9.79394 55175 7 

5) 4*^4995 17006 7 



4) 



4.1499S 17006 7 

9.a5656 479 1<) 3 
9.8371a giioS 4 

3.24362 56o20 4 
9*25656 479^0 3 
9: 86530 14261 o 

2.36549 18191 7 

9.25656 47910 5 

^. .. 9.885i4 57427 3 

8) 1.50720 23529 5 
9.25656 47910 3 

^.... 9.89988 48471 2 

9) o. 66365 19910 8. 



7) 



40 

5^5 



36.. 
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i) = 0.16995 85o52 95 5) = o.ooooo i4i25 i54 

2) 204 55y'j4 094 6) i75:> 569 

3) i5 ^29484 392 7) aSa 002 

4) * 25724 927 8) 32 i52 
M • . . . 16145 009 9) 4 610 

U = 0.17215 10161 322 '^) ^*^- 773 

431* • • 0.45985 75636 893 M 16145 069. 

^s» = 0.28770 65475 571 

Calcul de '^'s€ par Iq formule (V), 

1 + ^5 .. 5.48829 78843 3o i) = 29.53915 76227 429. 

uro.^..^.. i;.64648 95652.99 *'•••• 0'5684i 5ao86 874 

I g.82390 87409 44 38.97074 24140 555 

1) 1.47059 81062 43 ^y ^^^^ ^'9 

j. ^'0/0/? 28.97073 41887 236 

M»- 6.i58i9 14S09 69 5. fifi 

J^....... 8.756 96 195x3 14 ^^^ ^ r. 

2) 4.9i5i5 34522 83 ^^^ = "«-Q'-^S 41887 170. 
£^. ....... 4-5ii70 aii56 70 

9^ 39280 03690 20 

3) 88.81965 59169 73 

Pour trouver, enfin, la valeur de 4'si , on se servira^de la. formule (V) , 
qui ofire la série la plus convergente pour ce cas particulier , où l'on a 

n — ?— 

tt = " : cette formulé est 4'»3C = ^ m «^ — B' -^ U, 

¥T 2 -J^/l , 6 U , 6.11 tt», 6.II.16- tt^ . . \ 

5 \7 ' 10 17 ■ 10. i5 27 ' io.i5.20 37 * / 

On trouvwa. d'abord, 

|m"^ — B' = o. 25234 77555 416 î 

ensuite, prolongeant la série U jusqu'au onzième terme, on aura les 
résultats suivans, à compter du premier tejrme. marqué. (2): 



4> 
170 
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a) = o.o35i7 55546 8) = o.ooooi 3o332 



5) 


454 5ai56 


4) 


100 3i547 


5) 


39 28137 


6) 


9 68i5i 


7) 


5 451950 


M 


a 16596* 


U = 


= 0.04096 98053 




0.35234 77335 



9) 


57035 


10) 


20.576 


»0 


8489 


12) etc. 


6166 


M 


2. i65o6 



On remarquera qu'à cause du peu de convergence de la série qu'on vient 
de calculer, là valeur trouvée de 4^^ ^^î^ ^^^^ ^ peine exacte jusqu'à la 
huitième décimale. Au reste, les deux membres de Féq^iation à vérifier of- 
frent les résultats suivans , d'après les valeurs calculées : 

4'3ff= 28.97073 41887 170 nx = 28.87141 28588 254 

43» 0.28770 65475 571 43 ï 0.45985 75636 893 

29.25844 07362 741 29.53127 04225 147 

4'3i 0.21 187 79282 {V 0.28420 76045 437 

!•' niemb.= 29*04706 28080 2*" memb. = 29.04706 28181 710. 

La différence ne se trouve que d'une unité dans le huitième ordre de dé- 
cimales, qui est le dixième chiffre significatif. Ainsi l'équation dont il s'agit 
a lieu exactement , conformément à la théorie ; les deux membres d'ail- 
leurs s'accorderaient entièrement en supposant 

4's* = o.2n37 79181 o3i , 

valeur que l'on aurait sans doute obtenue, en calculant la série dont .elle 
dépend avec plus de. termes et plus de décimales^ 
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S IX. Examen des propriétés de la même transcendante^ en 

supposant successwement /Jt> = ^ et /jl = 3. 

289. Tous les calculs précédens ont été faits dans la supposition de 
„ _.5. nous allons maintenant revenir sur nos pas; en réduisant l'é- 
quation primitive au quatrième degré ou même au troisième, c'est-à- 
dire en supposant successivement jw = 4 c* A^ = ^ , mais en conservant 
toujours la même valeur de la fonction ^ûc, savoir, <pa: = i — x*. 
Nous formerons ainsi deux nouveaux systèmes, qui auraient dû être les 
premiers dans Tordre de ces recherches , et qui offriront , comme le sys- 
tème de ft = 5 , une infinité de manières de comparer entre elles les 

transcendantes 4^- 

Pour établir l'équation fondamentale dans le système fA= 4f >^o«s 

Ôi in + I I « 

j,.^..^ - . , ,a: = fl, <p,a: = I H — x + x* , 

« 

et alors l'équation (2) deviendra 

On remarquera que nous avons mis c + o: à la place de c+c^a:, qu'in- 
dique la formule générale; mais, dans le cas présent, le coefficient de 
x^ devant être le même dans les deux membres, on aurait la condition 
(c,)* = i , qui permet de prendre c, = i . 

11 ne reste donc dans notre équation que deux coefficiens a et c à dé- 
terminer ; pour cela , il faut supposer connues deux des valeurs particu- 
lières de X comprises dans la suite x^, x^y Xs, x^. Soient ces deux 
valeurs x = ^ , x = t^f on aura , comme ci-dessus , les équations 

c + t = a7^, A = TT+TTZ' 

d*où Ton tirera les valeurs 
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i — i . ^ >£ — ^i 

a s= -> — -, c = AA — r = --7 — --. 

Soit ensnîte x* -\- px -f- 9 = o l'équation qui a pour racines les deux 
autres termes de la suite ;r , , x. , ats , or^ , et Ton aura , pour déter- 
miner p et q f l'équation 

d'où Ton tire 

,= £=^ = - jJ^ [K + =^ (a- + .•) + ^]. 

L'éqoation à résoudre pour avoir les deux auxiliaires sera, par cou- 
sequent 

= ^. + x(^ + a» + ac -H < + «') + £l=f!, 

et, ayec les quatre racines ainsi déterminées, on formera le premier 
membre de l'équation (3). 

ago. Le cas le plus simple est celui où Ton suppose nulle l'une des 
données ^ et ^^; supposant donc ^= o, ce qui donne A'=i et a=c, 
on n'aura plus que la donnée x = t, qui devra être combinée avec 
les deux racines de l'équation 

o = 0- + x{^ + a. H- :,c + <) - ^ (i + =^c). 

n faudra d'ailleurs substituer dans cette formule la valeur c = , qui 

peut se mettre sous cette autre forme : 



o 



(ag) c = 



m+i — <. +<• 



Avant de donner des exemples de ces formules, il ne sera pas inutile 
d'examiner la figure de la courbe représentée par l'équation (2g) , en re-* 
gardant t comme l'abscisse et c comme l'ordonnée. 

agi. Celte coarbe, tracée fig. 3, n'a point d'asymptote verticale, 
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comme celle de la fig. 2 ; ea effet, le dénominateur m -j- i — t. 1-^», 

dans lecpel nous supposons m positif, ne peut se réduire à zéro, puisque 
ses facteurs sont imaginaires. 

A partir du point A , origine des abscisses , Tare de courbe AC , di- 
rigé dans le sens des abscisses positives, se prolonge au-dessous de l'axe 
AC jusqu'au point G, dont les coordonnées sont AB = i, BC = i. En 
ce point la courbe est tangente à l'ordonnée CB; elle se prolonge en- 
suite dans l'arc indéfini CKDEFG, dirigé tout entrer dans le sens des 
abscisses négatives. Ijes points les plus remarquables de ce prolongement 
sont le point K, où l'ordonnée négative est un majoimunijle point E, 
où l'ordonnée pareillement négative est un minimum^ et les ^leux points 
D et F, situés, comme le point C, sur une parallèle à l'axe menée à la 
distance CB = i*. On déterminera ci -après la position des points K et 
E; quant à celle des points D et F, elle se détermine par les valeurs 
de t qui ont lieu lorsque c = — i. Or, on a en général ^ = c(A — i); 
faisant donc c =: — 1 , on auia t := i — A, ou A = i — • / et 

^* = m'ITj = ( ^ — * )*• Supprimant le facteur 

I — t relatif au point C , où ^ =: i , il reste l'équation 

(i — t) (i + ^^^4^ + t') = 1 —t. ^^ 4. t% qui, étant réduite 
et tiîvTsée par /, donne 

o = /• -f- t, — ^ 771 «4- !• 

II en résulte une racine positive t = 6L et une racine négative t =• — €, 
dont les valeurs :Soat 

€ = ^^ + J /(18/71 - 10) = 2. 18599 93486 955; 

on connaît donc les abscisses ties points D et F , savoir : Ad =cl et 
A/= C. 

39a. Proposonstnims nmintsnmtdedélefininer ia position du'poirit K 
où l'ordonnée est un maa^immn, et «elle du poiwt E où Tordonm^^est 
uni«Kttwii/iri;ocasideiixp(M«ts sontetieflet néetssaires à <^onnâltre , pour 
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fixer la limite des deux portions de zone dans lesquelles la constante du 
second membre de Fëquation (3), a deux valeurs déterminées. 
L'équation (^g), rendue entièrement rationnelle^ prend la forme 

o = c*Q + 2cV 4- Tt , 
dans laquelle 

P = , +t.^^t% 

Q = m H- 1 — ^ . ^î^^ + t\ 

Si on la différentie en regardant c comme constante , on aura une se- 
conde équation qui, combinée avec la première, produit le résultat 

suivant : 

o = (<• + H)* — 2Z(i + P* — t^) + t^Z% 

où l'on a supposé 

H =5 m H- I + (-^) t + {m+ i)/* + t\ 

Cest donc par une équation du huitième degré qu'on déterminera l'abscisse 
du point K , où l'ordonnée est un maximum , ainsi que celle du point E, 
où l'ordonnée est un minimum; mais comme il y a en même temps 
une autre inconnue à déterminer , on préférera la méthode suivante , 
qui parait exiger de moins longs calculs. 

395. Soit et l'abscisse Ak qui répond au point K, et € Fabscisse Â/du 
point L , où la courbe est rencontrée par la droite KL , menée parallè- 
lement à l'axe , l'équation entre c et t étant mise sous la forme 

o = t« + ^* (c^ + 2C+ — ^) 

^t [_c».— pi + (m-i)c+ i] 

+ c* (m + 1) -f- ac , 
le second membre devra être identique avec le produit 

(t^ay{t + Q)^ ou ^» + (ff — aa) t^ + (a» — 2aC)t + ct*ff , 

ce qui donnera les trois équatipns 

b — * aa s= c* -f* ac H -^-— 

' a 

«•ff = c*(f»-|- i) -f- ac. 
Tome III. Z^ 
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Oa voit donc qu'en faisant une hypothèse sur la yaleur de c , les deux 
premières équations donneront les valeurs de âB: et ^ , et la troisième , 
qui devra pareillement être, satisfaite^ fera connaître si sa valeur suppo- 
sée est exacte , ou si elle a besoin d'une correction. Tel est le moyen 
par lequel on peut obtenir assez facilement les valeurs des trois quan- 
tités c, et, C. 

294. Après quelques essais , on trouve pour l'ordonnée du point K la 
valeur approchée c = — 1. 12089 6; cette valeur servira de première 
hypothèse pour calculer par son moyen les valeurs de a et f . On trouve 

d'abord 

c* = I. 26640 78428 16, 

(7»«f- i)c =: — 5.62729 565i7 06, 
c* = 0*77650 27606 92, 

— "tJL c« = a.oSagi 05934 08, 

ce qui donne les deux premières équations 

é — 2flt = 0.65264 985i5 66 = A, 
(*■ — 2fltff = — 5.40579 84022 99 = — B, 
d'où, résulte 

a=:-^+ ^(^ +1) = 0.87496 7^859 85, 
g =s= 2* + A = — 2.58258 41995 56; 

ensuite, la troisième équation étant 

a*S = 1.82402 91868 16 = C, 

on en tire une seconde valeur de S, désignée par 6', savoir : 

g'= J^ — a. 58258 41777 85. 

La difierence de ces deux valeurs-^ — ^'sso. 00000 00217 5i n'est que 
de deux unités décimales du huitième ordre , qui est le neuvième cbijOIre 
significatif, erreur très petite et qu'on pourrait négliger dans la détermi- 
nation du maximum dont il s'agit« Mais pour obtenir un résultat plus 
exact, mettons c(i + co) à la place de c, qui désigne toujours 
— 1. 120896; cette nouvelle valeur apportera dans les quantités A, 
B, G les incrémens suivans : 



TROISIÈME SUPPLÉMENT. 291 

JA = a (3c' + 2c) = eo(o.2']i02 56856), 

«TB = û>[c*(m — i) — {m + i)c] = âi(5.i8o3o iiS^g), 
/C = û)[2C*(to h- i) + 2e] =û> (5.88985 oSySô). 

Maintenant, si Ton différentie suivant cT la première et la seconde des 
équations D', on aura 

(iflt — 3ê) cTa — aacTff = — cTB ; 
d'où Ton tire 

cTct = ' ^ ~ ^ — = «(0.72233 595), 
J'C = 2cr<« + cTA = û)(i. 71567 555). 

Si donc C continue de désigner la première valeur trouvée 

2.38258 4^gg5 36, la seconde valeur corrigée sera ^ + û)(i. 71567 555). 
Nous avons appelé €^ la valeur de C déduite de l'équation oi*€ = C ; 
une seconde valeur corrigée de € , que nous désignerons par €", se dé- 
duira de l'équation 

^ ~ «» + 2ct/^(* ~ ^ V "^ C" iTy ' 

quantité qui se réduit à S' •+• û> ( 5 . 75966 ) ; on devra donc avoir 
lequation 

g 4- « (1.71567) = g' + « (5.75956); 

et, parce qu'on a trouvé € — f'= o. 00000 00217 5i , il en résulte 

0.00000 ooain 5i ry , 

Cù = Tôo—^ — = 0.00000 0010642. 

2. 04389 ^ 

Connaissant â», les valeurs corrigées de c, et, € seront, comme il suit : 

c c= -^ 1. 120896 (i + û>) = — 1.12089 601 19 29, 

CL = (0.87496 71839 85) [i + o) (0.72232 593)] 
= 0.87496 71907 II, 

€ — (2.58258 41995 56) [i + û> (1.71567 555)] 
= 2.58258 42178 o4* 

295. Maintenant, une parallèle à l'axe menée par le point K est 
censée produire deux intersections au point K , où x =r= et , et une in- 
tersection au point L , où a:r = — - f ; de là résulte l'équation 

57.. 
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^^/flt — «^/'f = C, quil s'agit de vérifier par le calcul des fonctions 

4^ et >P'Ç. 

Calcul de «s^a par la formule ( 1 5 )• 

A 9.94199 17682 96 7.04754 i845i 6 

a» 9. 70995 88414 80 9-68769 58855 6 

u = j — a*.. 9.68769 58855 64 9.89512 10575 

!/• 9.84384 79427 82 6) 6.65o35 87881 2 

0.4 9.60205 99915 28 9.68769 58855 6 

i) 9.44590 79341";^ 9-9»a7a 60760 

u 9.68769 58855 64 7) 6.25078 07496 8 

9.43596 87322 72 9 «68769 58855 6 

3) 8.55957 25519 46 9.92526 2965 9 
9.68769 58855 64 8) 5.84373 9601 I 4 
9.75239 57598 25 9-68769 58855 6 

5) 7.97966 21973 35 9.95464 69534 

9.68769 58855 64 9) 5.46608 24401 

9.82390 87409 44 9.68769 58856 

4) 7.49126 68258 4 9.94193 5485i 
9.68769 58855 6 • 10) 5.09571 58o88 
9.86857 91 558 6 9.68769 58856 

5) 7^4754 18452 6 9.94776 o58i9 

ir) 4* 75**7 00765. 



,) = 


0.27919 51914 


^) 


5627 20876 


5) 


954 25oo6 


4) 


509 95229 


5) 


III 56856 


6) 


4a 69521 


7) 


17 01299 


8) 


6 97814 




0.32989 i65i5 



0.52989 i65i5 
9) a 92471 

10) I 24656 

11) 53848 

12) etc. 4^5o 

U = 0.52994 28240 
4ï = 1.25575 06248 

4* = 0.92578 78008. 
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Calcul de -^'Ç par la formule (iS). 

^ 0.37704 8a6o6 g8 0= 0.18127 4^4?^ ^26 

u 9.62295 17395 02 aj — 27 24224 869 

iC 9.81 147 58696 5i 0.18100 19247 357 

9.82390 87409 44 3) i5o4i 060 

1) 9-25853 63498 97 34288 417 
M* 8.114758696510 4)— 113780 

9.062.4 79067 49 34174 637 

2) — 6.43524 29551 56 5) 995 

8.11475 86965 10 6) — 9 

9.62727 67796 81 u = 0.1810054175625 

5) 4-»77a7 84293 47 4'i = 1.54969 6 2777 47 

8.11475 86965 10 ^,ç ^ 1.3686928601847 

9.76405 26500 9 ^^^ ^ 1.8475756016 

'^"8::i^5^^! H«-+'^= 0.47888 274.4. 
9.82705 35575 a 

5) 9-9978'^ 80097 8 
8.11475 86965 1 
9.86545 50954 

6) — 7-97607 X8017 

On voit par ce résultat que la quantité a^a — ^/'^ ne dififi&re de ]a cons- 
tante >I/i —ï 4' = 0.47888 ^4359 455 que d'environ trois unités dans 
le septième ordre de décimales j mais cette différence est visiblement due 
à ce que pour «calculer plus exactement la valeur de 4^ '^ aurait fallu 
prolonger beaucoup au-delà du onzième terme le calcul de la formule (i5). 
On conclura de là qu'on doit avoir exactement 

24a — 4'^ = 4i — J4'i,- 

mais, de plus> il résulte des mêmes calculs qu'en supposant, comme cela 
est probable, la valeur de 4'^ exacte jusqu'à la douzième décimale, 
celle de 4^ devrait être 

4^ = 0.92578 76750 64* 
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396. Pour détermiaer le point E où l'ordonnée est un minimum j appe- 
lons y l'abscisse Ac de ce point ^ et A l'abscisse positive du point situé 
sur la même parallèle i l'axe que le point E. L'équation entre c et ^ étant 
mise sous la même forme que dans l'art. 2^, le second membre de 
cette équation devra être identique avec le produit {pc + j^)* (jc •— A) , 
ce qui donnera les trois équations 

7* — 2>A = — C (— p^) + (m + i)c + 1, 
y^X = — {?■ (m -f- i) — 3C. 

« 

Après quelques essais^ on trouve y = 0.77769 52 et c = — o.34a43 o5. 
Prenant pour hypothèse cette dernière valeur^ on aura 

c* = 0.11735 86475 3o25, 
{? (jïi •+• i) = — 1.10812 35755 695, 

^'(^P^) = 0.07246 98295 2494, 
c^(m + î) = 0.57945 69557 io58; 
les équations à résoudre seront donc 

ay — A = A, A = i.o5o45 i656o 8o25, 

y* — 25'A == — B, B = 0.18059 82o5o 94^^» 

5. •A = C, C = o.3o54o 40462 8961. 

Les deux premières donnent 

. y = 0.77769 52060 o55, 
A = 0.50495 87759 267, 

et une seconde valeur de A , déduite de la troisième équation , sera 

X' .= o . 50495 87976 509 ; 

de sorte qu'on aura A' — A = 0.00000 00217 042. 

Pour faire disparaître cette différence^ mettons c(i-f-^) à la place 
de c, c'est-à-dire supposons que la valeur exacte de c est égale à la 
valeur provisoire «— 0.5434^ ^f multipliée par .1 -4* ^» nous aurons 

cTA = — » (0.45054 57055 4) = 2JV — cPa , 

cTB = cû (i.255o6 80546 2) = (2> — 2A) J^ — 3>'J^A, 

cTC = — « (0.07405 29074 a). 
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Lies deux premières éqiuitkxis dminent 

J^ z=s m (o.3i54i 576), 
/A = • (0.88117 5aa). 

Ensuite, de Féquadon y^X = C, o& Voa doit mettre > + /> à U 
place de y, et C -f- <^ ^ 1^ place de C , oq tire une nouTelle Taleor 
de A, satToir, 

oa 

A" = A' — «1(0.40:117 961 )• 

Pour que cette yaleur s accorde ayec la yalear corrigée A + J^A oa 



A + 01(0.88117 5^2)9 il finit qu'on ait Féqnatioa 

«(1.38335 4^3) =: A' — A ^ 0.00000 00217 *^* 

d'où résulte 

t» = 0.00000 00169 *3i; 

donc enfin les yaleors corrigées de c, y, A sont 

c = — 0.54^43 oSoSy 91a y 

y = 0-77769 52096 466, 

A = 0.50495 87908 392. 
Soit le calcul des fonctions -^'yt 4^* 

Calcul de -^'y par là, formuU (la). 



i) y 9.89080 94238 485 

>'. .. 9.45404 71 192 4^5 

8.92081 87539 52 

2) — 8.26567 52970 43 

9.45404 71 192 42 
9.6(181 98286 

3) 7.33i54 22448 9 
9.45404 71 192 4 
9.75809 i4565 

4) — 6.54368 08206 3 

9.45404 71192 4 
9.83590 87409 4 

5) 5.82163 66808 I 



5.82163 66808 I 
9.45404 7119a 4 
9.86148 84562 

Q — 5.13717 22562 5 
9.45404 71 192 4 
9.88582 30932 

7) 4-47704 24686 9 
9.45404 71192 4 
9.90287 45097 

8) — . 3.83596 40976 5 

9.45404 71 192 4 
9 «9» 548 99205 

9) 5.ao55o 11373 7 
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3.2Ô55o II 375 7 1.96970 90780 5 

9.45404 7119a 4 945404 7» '93 4 

9.92520 2441 5 9.93917 87630 



i) y z= 0.77769 52096 466 
a) — 1843 63649 753 



5) 


0.75925 88446 713 
a 14 55678 io3 


4)- 


0.76140 44^34 806 
54 96880 736 


5) 


0.76105 47^44 070 

6 63x88 074 


6)- 


0.7611a 10432 i44 

I 3714a 56i 


7) 


0.761 10 73289 583 
29994 558 


8)- 


0.76111 03284 *4i 

68aa 8a3 



10) — 3.58375 06979 ' *^) ~~ I «36293 49602 9 
9.45404 7119a 4 9'454o4 71*93 4 

9.93291 12609 9-94457 47863 



II) 1. 96970 90780 5 i3) 0.76135 68658 5 

9.30491 45 



i4)etc. 0.06627 i3. 



0.76110 96461 3i8 
9) 1597 723 


10)- 


98059 040 
383 6o5 


") 


97676 455 
93 263 


13)- 


97769 698 
a3 064 


i3) 


97746 634 
5 773 


i4) etc. — 


97753 406 
1 i65 



'^'y = 0.761 10 97751 a4i 



0.761 10 0,6461 3i8 



Calcul de ^x par la formule (1:2). 

1) X 9.70525 5957a 56 7.14055 45775 68 

X».,,. 8.51627 96861 80 8.5i6a7 96861 80 

8*92081 87559 52 9.61 181 98286 



2) 7.14055 45775 G& 5) 5.26845 58921 5 







p.SaSgo 87409 4 




5) 


I.8850I 34619 5 





=s 0. 


50495 87908 392 


a) 




i58 i5iio 958 


5) 




1 85546 981 


4) 




5489 997 


5) 




76 586 


6) 




I 835 


7) 




46 
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5.26845 58921 5 I.8830I 34619 5 

8.51637 96861 8 8.51627 96861 8 

9.75809 i4565 9.86148 84562 

4) 5.54282 5o548 3 6) 0.26078 16045 5 

8.51627 96861 8 8.51627 96861 8 

9-88582 50952 



7) 8.66288 45857 1. 

-^A =z= o.5o655 92154 483 
^-^^y = ] .52221 95502 482 

2.02857 87656 965 

4.+H'i= 2.02857 87656 905. 



4x... o.5o635 92154 4®5 
Par le résultat de ce calcul, on voit que la somme 2-\/y + 4^ approche 
beaucoup de la constante connue 4 1 + t 4^' "s: > ^^ différence n'étant que 
de six unités dans le douzième rang de décimales , c'est-à-dire dans le trei- 
zième chiffre significatif; on a donc exactement au point E, où l'ordonnée 
pégative est un minimum, 

24'? +4^ =4' +-ï4'^* 

297. Maintenant il est aisé de voir que pour qu'une parallèle à l'axe 
rencontre la courbe en trois points dont les abscisses seront les variables 
des trois fonctions dont la somme compose le premier membre de l'équa- 
tion (5), il faut que cette parallèle tombe dans la zone comprise entre les 
deux parallèles à l'axe menées par les points E et K. Cette zone se divise 
en deux parties, qu'il faut considérer séparément, savoir, l^ la partie su- 
périeure comprise entre la parallèle EO , menée par le point du minimum , 
et la parallèle FC, menée à la distance CB égale à l'unité ; 2\ la partie 
inférieure comprise entre la même parallèle FC et la parallèle LK, qui 
passe par le point K, où l'ordonnée est un maximum. 

Dans la première partie , toute parallèle à l'axe menée entre les deux 

parallèles EO, FC, rencontre la courbe en trois points, dont les abscisses 

servent à former trois fonctions dont la somme est égale à la constante 

^1 4. 1 4' i ; mais il faut distinguer deux cas , selon que la parallèle 

Tome 111. 38 
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passe aù-dessns ou au-dessous du point I , pour lequel on a j: = o et 

c = — (~~}' ou AI = ^ "" ' . Si la parallèle est menée entre les 

points E et I, on aura aux points d'intersection une abscisse positive 
xz=z A et deux abscisses négatives a: = — ^, xtzzz^y^ au moyen des- 
quelles on formera l'équation ^ot + 4'^ + 4'>' = 4' "I" • 4' ©• Si la 
parallèle est menée entre les points I et D, les intersections donneront 
deux abscisses positives a:z=:eL, x = € et une abscisse négative a: = — y, 
d'où résultera Féquatîon 4* — 4^ + ^V = 4^ + i 4' o î ^t Ton 
peut remarquer que ces deux équations s'accordent avec la loi de con- 
tinuité, car si S devient — f, 4^ deviendra — 4'^* ^^ réciproquement- 
Dans la seconde partie, toute parallèle à l'axe menée entre les deux 
parallèles FC , LK. donnera lieu à trois intersections, dont deux auront 
les abscisses positives x= a, x = € , et la troisième l'abscisse négative 
x = — y ; alors Téquation des fonctions sera 

4^ + 4c _ 4',, = 41 — ^ 4'^. 

Elle se vérifie sur la ligne FC, où l'on a 4AB-H^Arf— 4'A/=:4j— f^'i, 
ou 4'A/^— 4-^^==î'44^ et sur la ligne LK, oii Ton a :34AA: — 4'-^/ 

=4 — ' I î 4' i* 

2gS. Les exemples précédons sont relatifs à trois fonctions seulement, 
dont une prise arbitrairement, les deux autres étant déterminées par 
les abscisses des points d'intersection d'une même parallèle à l'axe avec 
la courbe tracée dans la fig. 3. On peut satisfaire ainsi d'une infinité 
de manières à l'équation (5) , dont le second membre sera toujours égal 
à l'une des constantes 4^ + * 4'^* 4^ — ^^ Wi- Ces solutions sont 
toutes fondées sur l'équation (29), où nous avons supposé m =s \/S ; 
mais on peut aussi supposer m = — v^5, et l'on aura une seconde 
équation représentée par une courbe différente de la fig. 5> et qui don- 
nera pareillement naissance à une multitude infinie de nouvelle solu-^ 
tions. Ces deux combinaisons ne donnent cependant quhme partie infi- 
niment petite de toutes les solutions qu'on peut obtenir dans le système 
de jx = 4 ^ ^^ ^'^^ P^^^ prendre à volonté deux valeurs de x désignées 
ci-*dessus par x^=itetx^=tf; car ces deux valeurs, jointes aux deux 
autres qui en sont déduites au moyen de l'équation x^-^px+q^so^ 
serviront à composer d'une infinité de manières quatre fonctions 4^ ou 
4'<r dont la somme sera égale a une constante connue. Nous nous 
contenterons d'ajouter ici un exemple de ces solutions, dans lequel le 
premier membre de l'équation (S) sera composé de quatre fonctions. 
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ReveDant donc à l'art. 389 ^ et prenant ponr exemple des calculs qui 
y sont indiqués, les valeurs / = -J, ^' «s — ï, nous aurons les deux 
équations 

c + l^aX, A = ^^ = o.47«oi 98448 776, 

log A = 9*67944 59266 162, 

c — t = a\\ X'= 3^^ =5-70245 91756 455, 

log A' := 0.56849 02785 519; 



de là résulte 



a 5= j-^ — , log ( — a) = 9.66765 70494 i5i 



X — X 



l^g ^ 9'fi7944 59266 162 
flA= —0.22257 54715 4^5, log ( — aX) == 9.54708 29760 5i5 
c =5 — 0.72257 54715 425, log ( — c) = 9.85876 17885 592. 
Les formules de larticle cité donnent 

p =z — ^ — 2c -^ a% 

q = 2a* — 3^*; 
et en substituant les valeurs 

c* = 0.52182 54525 884 
a* = 0.21640 85925 818 

on aura 

p = o.iio5o 4^619 553, 
9 = — o.6io85 00800 i5^, 

^--î= 0.61587 18541 iOï5, 

et la résolution de l'équation x* — px + q z=^ o donnera 

x-= zkz 0.78549 97475 58o5 
+ o.o55i5 22809 7665; 

de sorte qu'on aura les deux racines a: = ^, ^ = — a , savoir : 

Q = 0.85865 20285 547, log Q — 9-9^558 18016 846^ 
a = 0.72854 74665 814, log a ^ 9.86255 86i58 556. 

Maintenant il (kut calculer les deux fonctions 4"'^^ 4^- 

58.. 
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Calcul de •\>'et par la formule (la). 

,) a 9.86335 86i38 556 1) « = 0.72854 74665 814 

«*.... 9.51169 50691 68 
8.93081 87559 5a 

a) — 8.09485 04569 54 
9.51169 50691 68 
9.61 181 98286 

5) 7.01856 53547 " 
9.31169 30691 68 
9.75809 i4565 

4) — 6.08814 78605 9 

9.51169 50691 7 
9 ,82590 87409 

5) 5.2^574 96704 6 
9.31169 50691 7 
9.86148 84562 

6) — 4.59695 11958 3 

9.51 169 50691 7 
9.88582 50952 

7) 5.59444 75582 
9.51 169 50691 7 
9.90287 45<^7 

8) - 2.80901 49370 7 ^'* = ^-7'^^ ^^755 696. 

9.51169 30691 7 
9.91548 99205 

9) 2.05619 79267 4 
9.51 169 50691 7 
9.92520 2441 3 

10) — 1.27509 54572 I 

Calcul de 4^ p^r la formule (12). 

1) ^ 9.92558 18016 846 8.46250 95640 60 

^».... 9.61790 90084 35 9.61790 90084 25 

8.92081 87559 52 9.61 181 98286 

2) 8.46250 95640 60 5) 7.69205 84010 8 



2)- 


1244 


08609 758 


5) 


0.71590 
104 


66054 o56 
51898 o65 


4)- 


0-71694 97952 121 
12 25o55 204 


5) 


0.71682 


72918 917 
67597 771 


6)- 


0.71684 4o5i6 688 
^4941 995 


7) 




15374 695 
5950 496 


8)- 




19505 189 
644 »9' 


9) 




18660 998 
108 692 


10)- 
II) etc 


» 


18769 690 

18 754 

+ 2 760 



4) 



5) 



6) 



7) 



8) 
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7.69205 
9.61790 
9.75809 



84010 8 

90084 a 
i4565 



7.06803 
9.61790 
9.82390 



88660 o 

90084 2 
87409 



6.50985 
9.61790 
9.86148 



66i53 2 

90084 2 
84562 



5.98925 
9.61790 
9.88582 



40799 4 

90084 a 
30952 



5 . 49298 
9.61790 
9.90287 



6i8i5 6 
90084 2 
45097 



5.01376 
9.61790 
9.91548 



96996 8 
90084 2 
99205 



9) 4.54716 86286 



,0) 



") 



.2) 



13; 



•4) 



4.54716 
9.61790 
9.92520 



86286 

90084 
24413 



4.09028 
9.61790 

9-9539» 



00783 

90084 
12609 



3.64110 
9.61790 

9-95917 



05476 

90084 
87630 



3.19818 
9.61790 
9-94457 



81190 

90084 
47863 



2.76047 
9.61790 
9.94875 



19137 
90084 

256o2 



2.52715 

9.61790 

9* 95249 



34825 
90084 
i3i94 



i5) 1.89753 38ioi. 



3ot 



= 


0. 83865 2oa85 547 


3) 


2899 40954 544 


5) 


492 o85o4 464 


4) 


116 96040 569 


5) 


52 54868 584 


6) 


9 75560 2l3 


7) 


3 11161 753 


8) 


1 o5221 389 



0.87419 90394 443 

54430 122 

4^ ss 0.87420 44824 565 



9) 


5525o 772 


10) 


i23io 624 


") 


4576 25a 


12) 


1578 396 


.5) 


576 066 


i4) 


212 390 


i5) 


78985 


16) etc. 46 760 



54430 



1:2a. 



Maintenant nous ayons les quatre fonctions 
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4'a = 0.71684 18755 696, 
4^ = 0.87420 44824 565, 
4^ = o.5oi3i 9o356 614, 
4^ = 0.93885 14394 40, 

au moyen desquelles on composera la somme 

4'£t -f- 4€ — - 4i + 4'i = 2.02857 87636 047. 

Le second membre est à très peu près la valeur connue de la constante 
4^ + T 4'^ 5 ^^'^sî Ton aura exactement l'équation 

4'« + 4^ _ 4i 4- 4', == 4, + i^'i. 

299. Venons maintenant au système le plus simple de tous , celui de 
;x. = 3 ; alors on devra supposer constantes les fonctions Bx et fl.ar, ce qui 
donnera à l'équation (2) la forme suivante , 

— a (i — ^j{ 1 +0:. h^ ) 

où Ton voit que le terme x^ devant être le même dans les deux membres^ 
il faudra faire a = i ; ainsi il ne restera plus a déterminer que le coeflficient c. 
Pour cela, il faut supposer qu'un terme de la 6oit€ jc„ jo^^ or,, est 
donné et désigné par t , et que les deux autres sont les racines de l'équa- 
tion X* — px + 5^ = 0. Ainsi le premier membre de l'équation (D') devra 
être identique avec le produit développé (x — ^)(^*''^p^ + q), ce qui 
donnera les équations de condition 

qt =i i — ç. 
On en déduit d'abord la valeur de c? en fonction de t, savoir. 



(5o) c = 



(m — i\ 



Cette équation , où. l'on considère c comme Tordonnée qui répond k 
l'abscisse t est celle de la courbe tracée dans la fig. 4> ^ l'instar de 
celles qu'on a déjà construites pour les cas de ju =5 et )dc = 4* 
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Si Toa prend dans le sens des abscisses positives ÂB = i et dans le 
sens des ordonnées positives Âa = i , la courbe passera par les deux 
points B et a. Si ensuite on prend AD=:AC = m— -i, et que par les 
points C et D ainsi déterminés on tire la droite indéfinie FDCH^ cette 
droite sera une asymptote vers laquelle convei^eront de chaque côté les 
deux branches MBG , Mntjc , dans lesquelles il faut remarquer particu- 
lièrement le point M où l'ordonnée est un maximum j et le point K, 
où elle est un minimum^ les abscisses de ces points étant à peu près 
^ =0.29885 et ^ = — • 0.89647. 

La courbe dont nous venons de déterminer les points principaux , et 
une courbe de même nature qu'on décrirait par l'équation (3o)» en 
changeant le signe de m^ sont destinées k représenter toutes les solutions 
réelles dont l'équation (3) est susceptible dans le système de )E4 ss 3. 

En effet, si l'on prend à volonté une valeur de l'ordonnée c comprise 
entre le minimum Kk et le maximum M/n, la droite PQR parallèle à 
Taxe 9 menée à la distance c , rencontrera la courbe en trois points T, 
Q, R; si la distance c est moindre que Aasi, les abscisses de ces 
trois points seront l'une positives , t = cl , les deux autres négatives , 
f = — 5, ^ = — y, et l'équation des fonctions sera 

4V + "^'^ — 4* = ^* 

Si la distance c est plus grande que Aa, il y aura toujours trois in^ 
tersections ; mais deux seront dans le sens positif t:=sa, tssC , et une 
dans le sens négatif , où l'on aura ^ = — y; alors on aura Téquatiou 

-^'y — -^f^b — >Pa = C. 

L'étendue des solutions réelles dépend , comme on voit, de la position 
des points M et K ; c'est pourquoi il importe de déterminer ces points avec 

toute la précision nécessaire. Et d'abord > en vertu de la condition ^ = o, 

commune aux deux points M et K, on aura l'équation 

= ^ — (ro — i) t^ -+-(/» -f-i)r +.(111-^1) ^ — m 4.1, 

dont une racine positive donnera l'abscisse du point M , et une racine 
négative celle du point K. Mais comme on a plusieurs élémens à déter* 
miner dans chaque cas , il convient de considérer les choses sous un autre 
point de vue. 

L'équation entre t et c, qni n'est autre chose que Téquation (3o), peut 
se mettre sous la forme 
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Appelons a l'abscisse du point M, et — C celle du point U, situé sur 
la même parallèle à l'axe que le point IM ; cette équation devra être iden- 
tique avec l'équation o = (^ — a)*(^ + €); ainsi on aura ces trois équa- 
tions pour déterminer c,et,€, 

€ >— 2Ct =: — ^^^ + c = A, 

actS — a' = c + — ^^ = B. 

«•g = c — 1 = C. 

5oo. Supposons, pour première hypothèse, C= 1.21910 2, ou 
trouvera 

A = 1.83715 59887 5, 
B =1.57148 o46o5 o5; 

et comme les deux premières équations donnent 

»=-4=*=\/(|+D' 

on en tire 

ot= 0.29985 56451 855, 

C Z=: 2CL ^ A =: 3.45684 5275l 21. 

On a ensuite la troisième équation et^S = c — i, qui donne une seconde 
valeur de € que nous désignerons par €', savoir : 

€'=~^=: 2.45684 57447 916. 

Il en résulte la différence €' — S = o.ooooo 04696 706 , qu'il faut 
faire disparaître par une nouvelle hypothèse. Mettons pour cet effet 
c (1 -i* a>) k la place de c, nous aurons les incrémens 

«TA = Cû) = 6bi (1.21910 2), 

J^B =:î^=^ca = 0^(0,75544 64717), 

éTC = cû) = ^(1.21910 2); 
d'où résulte 

cTê— 2er« = û) (1.21910 a), 
(2S — 2a)J'a'^2adS = û> (0.75544 64717), 

iPa = cû (0.00408 21 5), 
cfÇ = û> (1.22726 45)f 
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La valeur de € est donc € ^ ù»(i .22^^ 4^}. 

Mais en faisant varier a^ C et C dans l'équation a^€ = C, on en 
tir^ une nouvelle valeur de 6 que nous désignerons par C', savoir : 

ou 

C'' = ^ -f" 0.00000 04696 706 + 0) (13.49345 4)- 

Égalant cette valeur à la valeur € ^ m(^i.22'j26 ^Z), on aura pour 
déterminer â» l'équation 

o = 0^00000 04696 706 + û»(ia.365i8 97); 

d'où résulte 

^ = — - 0.00000 oo382 93; 

donc les valeurs corrigées de c^ ci et ^^ sont 

c= I.2I9IO 19533 17, 

a =: 0.29985 36430 323 9 logA = 9*47690 93296 094^ 

€ = 2.45684 32281 254, log^ = 0.38682 75901 818. 

Il faut maintenant calculer les valeurs des fonctions ^[«e et '^'C. 

Calcul de 4^ P^^ ^ formule (12). 

i) *. ... 9.47690 93296 094 i) « = 0.29985 3643o 323 

a».... 7.38454 66480 47 2) 6 05723 930 

8.92081 87539 52 3) 600 677 



2) 5.78227 47516 08 



4) 835 



'7.38454 66480 47 4^ = ^^•3999ï 4^755 765* 
9.61 181 98286 

3) 2.77864 12082 55 
7.33454 66480 47 
9.75809 i4565 

4) 9.92127 93128 

Calcul de 4'^ p^r la formule (16). 

'=«... 9.61317 24098 182 = ^-'7525 37645 652 

^, 2) — 23 5S3oo 090 

f ^-«If! T,^^ 7^ ^5oi 84345 56a 

î 9.82590 87409 445 / t 1 

i) 9.a4366 75556 716 
Tome III. Sg 
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9.24566 75556 716 0.17501 84545 56:^ 

M*. ... 8.o6586 30490 91 5) 11609 570 

9.06314 790^7 49 959Ç5 l52 

3) — 6*57167 75ii5 II 4) — 78 47* 

8.06586 20490 91 95876 659 

9.63727 67796 8 5^ gj5 

5) 4.06481 61402 8 6) — 5 

8.06586 20490 9 U = 0.17501 95877 367 

9.76405 265oo 9 1.54969 62777 47 



4) — 1. 89471 08594 6 4'€ = 1.57467 66900 3o3 

8.o6586 30490 9 34* =0.59983 855 II 55o 

9.83705 55575 2 ^,g _24ct=o. 77484 8i388 675 . 

5) 9*78762 64258 7 

On voit par ces valeurs que la constante égale a 4'Ç — 34» ne di^re de 
la constante connue ^ 4'o V^^ ^^ ^^^ unités décimales du douzième ordre; 
on a donc exactement, comme nous l'avions annoncé, Féquation 

4'€ — 34a = 1 4' i. 

5oi. U faut maintenant déterminer le point K où Tordonnée est un 
minimum» Supposons qu'à ce point on ait tzsz-^ a, et que la parallèle à 
Taxe menée par le point K rencontre la courbe en un point L dont l'abs- 
cisse tzi^Sf alors il suffira de changer les signes de ot et f dans les trois 
équations qui déterminent le point du maximum, et l'on aura pour dé- 
terminer le point du minimum les équations 



m — I 



2(t — G = — f- c , 



m — I , 771-^1 



2ab — a' = c + 



2 • 2 ' 



A 



^ = 1 — C. 



Pour cet effet, nous allons nous servir d'une méthode de solution plus 
simple que celle dont nous avons fait usage pour la question du 
maximum. 

Et d'abord il convient d'éliminer c de ces trois équations, ce qui 
donnera les deux équations à résoudre 
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2a6 — a* — — I^^ (act — - ^ j c= m — a. 

Supposons qu'oa connaisse les deux valeurs approchées ^ i= o . 89647 » 
^ = 0.89085 y la substitution de ces valeurs donnera 

aa — g -h «•€ = îîî-ti — D , D' =0.00000 48487 5, 

2«S — fl^— (^-^^j(2a — ff) = m — 2 — D', Dr=o. 00000 8i2o5 i. 

Pour (aire disparaître les différences D et D' , nous tnettrons «( ( 1 + ^) ^ 
la place de a, et ^(r+^) ^ la place de ^^ et il Êiudra satisfaire aux 
équations 

(2a + 2ùL^c) o: — (e — oi*e}j = D , 

[aaC — 2a^ — (m — 1) a] jc + ^aaS + ^ ' 6J y := D', 

qui , en substituant les valeurs numériques , deviennent 

(5.aj4«i 828) x — (0.17491 086)^ = D, 
(!• 11817 418) X — (2.14781 6.18)7= — D'. 

On en déduit les deux suivantes , 

x -^ (0.05425 90)7 = 0*00000 i5o55 7, 

X ■— (1.92082 45) J^ = — ^ 0.00000 72621 2, 

et enfin 

X = o.oodoo 17582 6, 

jr = 0.00000 46961 1 ; 
de là les vadeurs corrigées 

a = (0.89647) (i 4- •^) = 0.89647 1576a 45, 
Ç = (0.89085) (t + /) = 0.89085 4i855 5; 

on aura «n mémie lem^ps l'ordonnée minimum 

€=2(1 — ^ — r^ j = o. 28405 49802 10, 

Voici maintenant le calcul des deux fonctions *^'m, ^€, on ron remar- 
quera que la précision n'a été portée que jusqu^à la huitième décimale 
au plus^ à cause du peu de convergence des séries employées dans ces 
calculs» 

59.. 
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Calcul de 4'* par ^ formule (i4)« 

« 9.95255 6524a 655 4-42459 81 190 8 

a» 9.76268 26215 275 '9.56429 90054 4 

1 + *».. 0.19858 56178 85 9.95550 27682 

u 9.56429 90054 42 10) 5.92419 98907 3 

i) M^... 9.91285 98006 884 9'564a9 90054 4 

9.06694 67896 5 9'94'95 9^^ 

3) 8.54410 55957 6 II) 5.45045838406 

9.56429 90054 4 9*56429 90054 4 

9.66617 74909 4 9.94757 52416 

5) 7.77458 20881 4 *2) 3.94215 05291 

9.56429 90054 4 9. 6889a 60 

9.79151 52119 i5)etc. 2.65io5 65. 

4) 7.1 5o59 65o54 8 

9.56429 90054 4 = 0.81830 06153 85 

9.84804 24207 ^) 55oo 50262 55 

^ 5) 595 08922 68 

5) 6.54275 77276 3 ^j ^55; ^^^ ^3 

9.56429 90054 4 5j 5^ Q^jj^ 52 

9.88057 58oo4 g) ^ ^,^3^ 81 

6) 5.98741 o55i4 6 7) 3 85821 16 
9.56429 90054 4 8) 85778 75 
9.90155 52594 9) 26582 64 

7) 5.45504 47745 o '^\ 8^8 ^ 

9.56429900544 " ^^^'? 

9.9,605 59557 »^) 875 a5 

^-^ ^—!— i5) etc. 427 63 

8) 4-95357 97354 4 

9.56439 90054 4 4'* = 0.86099 i6565 48 

9.9269. 95822 ^^,^ ^^^^^^ 35^^g ^^ 

9) 4.42459 81J90 8. 
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Calcul de •\Ç par la formule (i 3). 

6 9' 949^0 66a3d aaS 5.5o583 08660 

^' 9-74905 Sugi 14 . qM^^I 47209 

« ss 1 — S».. 9.64257 47208 76 9*95464 69534 

«' 9.821 18 73604 38 9) 5.08085 a54o3 

a.4 9.60205 999i5 28 9.64237 47209 

i) 9.42324 73517 66 9.94195 5483i 

u 9.64237 47208 76 10) 4.665i6 27443 

9.42596 87532 73 9.64257 47209 

a) 8.49159 08049 14 9.94776 05819 

9.64257 47208 76 II) 4.35529 78471 

9.75259 57598 25 9.81202 555 

5) 7.86655 92856 i5 12) etc. 4.0675a 54. 
9.64257 47308 76 

9.82590 87409 44 ,) -- o.a65oo 09017 5i 

4) 7.35364 37474 53 a) 5ioi 6558a 97 
9.64257 47208 76 3) 755 12177 a4 
9.86857 9i558 6 4) ai5 ioii5 71 

5) 6.84559 66041 7 S ^ '^^^J'\ ^ 

c/ » / o o 6) H 04874 5i 

9.64257 47-8 8 l ^^^ ^^ 

9-^9^'^ '^"75 8) 5 19029 53 

6) 6.58109 35825 5 9) , 20463 68 
9.64257 47208 7 lo) 46355 45 
9.912 73 60760 II) ,8001 o5 

7) 5.95619 51793 3 ") «*«• "676 79 

9.64257 47308 8 U =ss o.5o659 54595 33 

9.92526 39659 1.35575 06348 17 

8) 5.5o585 08660 4^ =s 0.94715 5i853 95. 

Il sait de ces calculs qa^on a 

^J,S = 0.94715 5i853 95 
n^'cL = 1.73198 55i36 96 

a^'a — «sic = 0.77484 81374 01. 
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Comparant le second membre à la constante connue 

^^J,'i = 0.77484 8i588 755, on voit que la différence n'est que dune 
unité décimale du huitième ordre , degré de précision qui n'aurait pu 
être passé qu'en calculant un plus grand nombre de termes des for- 
mules (i3) et (i4)* Ainsi Ton doit regarder comme suffisamment éta« 
blie l'équation 

a-xj/ A ^ «Nj-b = j •>[.' ^. 

3o2. Si nous revenons maintenant à l'art. 299 , nous voyons que toute 
parallèle à l'axe, telle que PQR, menée à une distance c plus petite que 
Aa= I f donne lieu à trois intersections^ dont deux dans le sens négatif 
et une dans le sens positif, lesquelles satisferont en général à l'équation 

En effpt, -cette équation , appliquée à la parallèle qui passe par le point K, 
se réduit à l'équation précédente a-sj/'a — 4^ = »4^'i- Si la parallèle 
passe par le point a, on aura €z=:o, et l'équation des fonctions sera 
simplement 

^'y ^ût ^ 5 4'o» 

En effet , dans le cas de ^ = o ou r s= i , on a ( article 398 ) 
p _ _ 1 — (^~-) = — (^— ) f î = — ('^ — 0> et l'équation à 
résoudre est x* + ^ ' ar— /n4-i = o, d'où l'on déduit les deux va-r 

leurs a:^=«, jc = — 7, savoir : x = :p (~4^) "^ Jv/(i8m — 10). 

Ces valeurs sont comprises dans le tableau de l'art. a54 f où l'on trouve 
l'équation 4'> — "4^^ = • 4'"l conforme au résultat précédent. 

Enfin , lorsque la parallèle PQR s'élève au-dessus du point A , on a deux 
abscisses positives jc = et, ar = ^, et une abscisse négative ar = — y, les- 
quelles donnent J'équation des fonctions 4''> — 4^ "" ^'^ = • 4'^ » équa-^ 
tion qui , au poitrt du maximum M, devient 4V — ^^^ = •'4' o * comme 
nous l'avons trouvée sous une autre dénomination. 

Il suit de tout cela que la même constaote C -ss j 4^ ? règne dans 
toute l'étendue de la zone comprise entre les deux parallèles à l'axe 
qui passent par les points M et K du maximum et du minimum, mais 
que réquation des fonctions subit une légère modiGcadon dans le signe 
d'un de ses termes quand la parallèle passe de la région supérieure dç 
la zone à la partie inférieure. 
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§ X. Formules pour la comparaison des mêmes transcendantes ^ 
dans les systèmes de ilù = 6 et f^ — ^. Autres formules ré- 
sultant d'urée seconde maniei^e de partager ^x en deux 
facteurs. 

5o3. Jusqu*îci nous ayons développé quelques-unes des formules re- 
latives à la comparaison des fonctions 4^ dans les systèmes de /u = 3 
^ = 4 et /t* = 5 ; ces recherches peuvent être continuées à l'infini , 
mais nous nous bornerons à établir les formules qui se rapportent aux 
systèmes de /x = 6 et ^ = 7 , et nous considérerons particulièrement , 
comme nous Tavons fait jusqu'ici, le cas le plus simple, cest-*à«-dire 
celui où il n'y a que trois transcendantes comprises dans le premier 
membre de l'équation (3). 

Supposons d'abord qu'on ait /i = 6 , c'est-à-dire que chaque membre 
de réquation (2) soit un polynôme en a: du sixième degré; il faudra 
prendre 

&r = c -f- c^x + jc% ^,x = I + x J^ "^ ' -f- x", 

et l'équation {2), à laquelle il faut satisfaire, sera 

Çc + c,x +^r•)•(I+x.^+a:•)] 
^(a+a.xyÇi'^x^i^i— X,— — f-^*}) 

Puisqu'il y a dans cette équation quatre coefficiens indéterminés a, a^ , 
c , Ctf il faudra supposer connus quatre termes de la suite jc, , x^ , 
x^....Xty qui seront désignés par ;r = ^, z', f, t"*, et l'on en déduira 
l'équation o = r* — p^ + ? > V^^ contient les deux autres racines ; ces 
SIX yaleurs de x seront les racines des fonctions -xj/jc ou %|/'a: , qui compo- 
seront le premier membre de l'équation (3). 

Soit donc or == ^ , et l'on aura l'équation de condition 

c + ^1^ + ^' = (fl + ^t)Xy 
dans laquelle 
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On aura trois autres équations semblables en mettant successivement tf^ 
i\ t'^' à la place de ^, et, au moyen de ces quatre équations linéaires^ on 
déterminera les quatre coeflSciens c, c, ^ a^ a, en fonctions des quantités 
connues t , ^, ^", *'". 

Soit ensuite fo:— 0(^—0(^-^0(^—0=^— Aa^+Bjr:*—Ca?+D; 
il faudra que la quantité 

(c+c.a:+x')-(i+a:.îîi±i+x*)-(«+«.x)«(,-x.^+a-îî^-*>). 

développée suivant les puissances de x^ soit identique avec le produit 
développé 

x^ — Ax* + Bjtr' — Cr + D) (a:* — f^c + y) î 
ce qui donnera pour déterminer p et 9 les deux équations 

pH-A=— i (m+ i) — :ïc, — a»,, 

l'une des deux pouvant être remplacée par Téquation 

çD = c' — . a*. 

On connaîtra ainsi les deux fonctions qui doivent se joindre aux quatre 
fonctions données pour composer le premier membre de lequafion (S). 

Ce résultat, pour un même système de quatre racines données t^ t!, 
i\ t'^^ est susceptible de 3' ou huit formes différentes ; car , à l'excep- 
tion de la quantité A, dont le signe est indifférent, puisqu'il est lié à 
ceux de a et a^, qu'on peut changer à volonté , les trois autres quan- 
tités analogues A', >!'^ X"', qu'on peut prendre avec le signe -f- ou avec 
le signe — , donnent huit combinaisons : on obtiendra donc en général 
huit solutions, et ce nombre serait doublé si l'on donnait successivement 
à m les deux valeurs -|- \/S et — i/5. 

3o4* Telle est la solution générale du problème où Ton prend arbi- 
trairement les quatre quantité ^9^9 O ^"i mais nous nous bornerons 
à développer le cas le plus simple, celui où de ces quatre quantité^ 
trois sont ^ales à zéro* Alors on a l'équation 



aaa,. 
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où l'on peut négliger les oc^, et par conséquent mettre i à la place de 
|/(i — x^)} de sorte qu'en égalant à zéro les coefEciens des trois pre- 
mières puissances x^, x\ x^, on aura trois équations^ d'où résulte 



a 



.= -(^)(.-c), 

rt, = c — |(in — i). 
Ces valeurs étant substituées dans l'équation 

c + c,< + <• == X{a + a,t), 



on en tire 



m— I /m — 1\ 



/ + !• 



A(I+/)— 14-— — « 

OU, en faisant passer l'irrationnelle an numérateur, 

I -*> (3 — m) < — (wi — i) I' dn/(i — fi) 

m — I — (3 — m)i — /• 

Le dénominateur de cette foiniule s'évanouit pour les deux valeurs de t 
déjà connues 

t = - (^-^) H- \/{^) = 0.79360 44933 = «, 

< = _ (^^) — \/(^-=^) = — ••55755 65i58 = - ^. 

Ces valeurs cependant ne rendent pas c infini , car la formule étant écrite 
ainsi , 

m(i-<«)d:i/(i^f») 
"*" m — I — (3 — m)l — /•' 

on voit que le numérateur 771(1 —/•)=fc|/(i — ^), pris avec le signe 
inférieur , s'évanouit lorsque £ = a , et qu'avec le signé supérieur il s'é- 
vanouit encore lorsque / = — ^, ce qui résulte de l'équation identique 

{i^t)l{i+t)m + t^^5t+ j][(i+/)7fi — ^•— 5^— 1] 

= [nï(,-^-)+»/(i_^)] [771(1 -0-i/(i-^)]- 

On peut donc mettre c-i'i sous cette forme 

Tome III. 4o 
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(i — O [(» + <)'»+' + 3^-4-/*] 

et, alors popr tz=:Aon aura la valeur 

_ (i ~ tf) [(i 4- *) ^^ 4- 1 -4- 3* 4- «^ 

et pour t = — C on aura la valeur 

"*" m(i— C») — v/(i— C^) / 

dans lesquelles le dénominateur ne se réduit pas à zéro. Mais parce que , 
dans ces deux cas , on a tout-à*-la-^foi9 

m/fi — » <*•) — ï/(i — 06*) =s o 
et i7i(i — ^0 + v/(i + e») = o, 

il est visible que les formules précédentes donnent 

+ 1 , I + 3* 4- «* 

ou plus simplement ^ 

I j^ I 4- 3«t -4- «t* 

a "^ 2m(i4-*) 



I , 1 T- i>« -t- «- 

C = . , , = o, 



c = -i + 



3C — I — ^* 



= o. 



a *^ am(C — i) 

Dans les deux cas on a donc c == o , résultat qui se trouve immédiatement^ 
en observant qu'on, a . 

[i + (5 — 7,1)^— .(/»— -i)^]* — (i— .^) = ^[m— I— (5 — m)^ — <•]■. 

Connaissant le coefficient c pour une valeur donnée x =s t, on aura 
les autres coefficiens 

a = c, c. = ~ (!î!-=lij (i _ c) , a, = c— ^(m+i); 

eosuite, l'équitioa jc^-^px^qss^o se formera au moyen des coefficiens 
p eXqf. dont le» valeurs sont 

p =B — ^ w^c^ri^ (;|jp •— a) e>f- m ^ — 5 , 

ç 3= p— />* 4< c* (5 — m) + (Ç -*• am;) c — w + i ; 

et l'on aura les deux racines , qui devront se joindre à la racine donnée 
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X ^==^tf pour former les trots fonctions dont la somme est égale au pre-* 
mier mambre de ré^uation (5)* 

Exemple. < = — i. 

On aura alo» c =ssf — i dr |/2 , emtrite 

p = — m — 5 db amj/a, 
ç = I — 5/w db amy/a. 

€es valeurs de /? et ^ sont les mêmes que dans l'art. âSsf \ ainsi l'on par-* 
viendra anx mêmes résultats. 

Les suppositions ^ = o , t =s» i mèneraient de n>éme à des résultais déjà 
connus. 

3o5. Passons maintenant aux formules qui doivent avoir lieu dans le 
système de )m» = 7. On pourra alors prendre 

ftr = c *^€^x + ^.x% ^x^ :=: I + x J^ ' 4-^% 

9,:r = a + £ï,^ + '^'^ ^a«3c = (i — or) ^i — x. ^ ~ ' 4-j:*) , 
et il ftitfdra safîsâiire Ir Féqfuatfon 

Peur détermnier' les cmq odefficiens e, ^r, , c^j a^ a^, il faudim (Mtidre 
arbitrairement pour x cinq des termes de la suite or, , ^. , ^3 . . . . ^ . 
Soit ^ un de ces termes ^ on* aura l'équation 

c + c^t •+- cjL^ = (a + a{t -f- <•) A , 
dans laquelle 

I + /. — -!- 1- ^ 

a 

et, au moyen de cînq^ équations semblables^ on déterminera les cinq 
coef&ciens dont il s'agit. Supposant ensuite que les valeurs prises arbi- 
trairement pour X soient les cinq racines de l'équation 0= ^ Ax* * 

+ Bx^ — Cr*+Da:— E, et désignant, à l'ordinaire, par x^ — px+q=o 
l'équation qui contient les deux autres racines , il faudra que le pre- 
mier membre de l'équation précédente soit identique au produit 

(x* — Ao:* + Bx» — Co?- -f-Do: — E) {x* ~ px +'ç). 

40.. 
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De là on tirera les deux équations nécessaires pour déterminer p et q ^ 
et Ton connaîtra ainsi l'expression des sept fonctions qui doivent composer 
le premier membre de l'équation (5). 

En général, on pourra obtenir 2^ solutions par la combinaison des si- 
gnes des quantités A , et ce nombre pourra même être porté à 2^ ou Sa si 
Ton donne à m les deux valeurs +v/5 et — v/5. 

3o6. Le cas le plus simple est celui où quatre des valeurs de a: prises ar- 
bitrairement seraient égales à zéro ; alors le premier membre de notre 
équation générale devrait se réduire à iv^(a: — t) (pc^ — pjc + y). Il 
faudra donc égaler à zéro les coefficiens des puissances de «r inférieures 
à là quatrième , ce qui donnera les équations nécessaires pour détermi- 
ner les quatre coefficiens a, a,, c,, c^ par le moyen du cinquième c* 

Mais pour rendre cette détermination la plus simple possible, il fsiudra 
établir l'égalité 

c + c,x + c^x* =z (a + a,x + x^). ~.^ ^ — , 

1-f.a:. t-x* 

en développant cette équation , dans la supposition que x est infiniment 
petit jusqu'aux xi^ inclusivement ; cela équivaut à rendre identique l'é- 
quation 

{c -H c^x + c^) (i 4- Jc. ^^ ' + oc*^ = a + a^x + af, 

en négligeant seulement le terme c^x^ du premier membre. Par ce moyen , 

on obtiendra les valeurs 

, m — I 
a = c , a, =: I H -^ c, 

c, = I — c, c. = — (^^4~^) (' ~ ^^' 

et il ne restera à déterminer que c. Pour cela, il suffira de substituer 
les valeurs précédentes dans l'équation 

c 4- c\t + cje" = (a 4- a,t + /*)A, 

et Ton aura la formule 

«A (1 + — « H ^ 






puis, £adsant disparaître Tirrationnelle du dénominateur, on aura plus 
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simplement 



(3 — m\ , m — I . ' 

expression dont le dénorainatear ne se réduit à zéro pour aucune valeur 

de t. 

Maintenant, puisque le premier membre de l'équation générale doit se 
réduire à or* (a: — t) (x* — pjc + ^f), on en tire, pour déterminer p et q, 
les équations 

P+ « = — ^a, + ^î^ — (c,)% 

dont les seconds membres peuvent être exprimés en fonctions de c seule , 
ce qui donnera 

q '^pt=2 — (m — i) -f- ac (m — i) + (a — m) c*. 

Exemple I". 

Soit 1^=1, on aura c = — (^~), /> = — (^^), y=s — m + i^ 
jr =— ^^Y^j rfc: iv/( 18/11— 10), valeurs qui conduisent aux mêmes 
résultats qu'on a déjà trouvés art. a4^* 

Exemple II. 

3 ^^ 771 "^^ 2 1/2 

507. Soit ^ = — I , on aura c = g — ^^ , puis, en appliquant 

les valeuis numériques , 

c = 1.34408 26170 4100, 
^•= 1.80655 78126 1527, 
me =^ 5c* — I — 1/2 = 5.00545 98754 7272 , 

mc*= me H- ^ *^^ =: 4*o5958 60742 9108 > 

p :^ — M .o8856 53870 5go3 , 
q =s 1.80771 88807 4388. 
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Mais on voit qu'il esl inutile d'aller plus loin; car p* + 4^ ëtairt négatif, 
la solution serait imaginaire. Pour «voir un résultat réel, il feudra changer 
le signe de ^/a , ce qui donnera les valeurs suivantes : 

• c = ^^ -^ = 0.40137 34754 58935. 

6 a 

agj-_6m _ jA _ awi/2 0.161030402106882, 

^ — 36 3 9 ^ 

me = 3c* — I H- i/a = 0.89737 47686 98741 , 

/nc»= me + *" - ^^''- = o.56oo5 35648 ^SSSi, 

/, = »» — 3 + 4c— 37nc| f = — 0.01489 1^787 746a, 

^ iroc» — |c% 1 ç = — 0.39696 91 3o4 6636 

q= ^ + I 4. amc + 3C»| Ç_ o.oôoo5 54427 5795 

-»- B» -^ 3|C — l»C*. i 4 

£- — ç B= 0.39702 4575» 24^1. 

Cela posé, Téquation x^ — px + ç = o aura les deux racines or = a , 
X z=z — € y dans lesquelles 

a = 0.55755 36v9o 7525, 
g =;= o.55a44 559.78 4987- 

Suit le calcul de$ fonctions 4* ®* 4'^' 

Calcul de 4* /wr //i fopmtde {\%y 

1) ce 9.75043 17901 I 5.97747 86808 

«5 8.65a^iQ 89605 5. 8.652IO 89606 

8.92081 87559 5 9.82590 87409 



••-•»i*i»W">^^— "^i*»^*" 



2) 7.50554 94946 i 5) 2.45549 65725 

8.65210 89606 8.66210 89606 

9.61 181 98286 9.86^48 84662 

5) 5.5672782758 6) 0.96709*57790 

&.65aho. 89605 . 8^.65*1:0 89606 

9.76809 i4565 9.88682 50952 

4) 5.97747 86808 7) 9.60602 68228. 



TROISIÈME SDfPLÉMENt. 



'9 



i) = a 

^) 
3) 

4) 
5) 

7) 
8) etc. 



0.53755 36190 6256 

aoi 07102 6288 

5 69214 0964 

9494 6439 

284 II 64 
9 3705 

5ï99 
114 



4* = 0.53960 22295 7127. 
Calcul de 4'^ par la formule (12). 






• • 



a) 



5) 



4) 



5) 



6) 



9.74228 95172 4 

8.71144 75862 
8.92081 87539 5 

— 7.57455 53575 9 

8.71 144 7586:x 
9.61181 98286 

5.6978a 52721 9 

8. 71 144 75862 
9.75809 i4565 

— 4.16736 23l49 

8.71 144 7586a 
9.82390 87409 

2.70271 86420 
8.71144 75862 
9.86148 84562 

— 1.27565 46844 
8.71 144 75862 
9.88582 30932 



i) ^ =a 0.55244 55978 4987 
a) — 356894979 812 
0.55007 66480 5175 

4 98681 5173 



3) 

4)~ 

5) 
6)- 

7) 
8)- 



II. 

o.55oiâ 65i62 o348 
14701 5226 

5o46o 5 122 
5o4 3345 

50964 8467 
'8 8649 

50945 9818 

7465 

284 



-xj/b =ss 0.55oi2 50946 6997 
"4'* = 0.53960 22295 7127 

4'i == o. 93885 14394 40 
2.02857 87636 812. 



7) 9-87292 53638 



On voit que la somme des trois fonctions ne difiêre que très peu de la cons- 
tante connue 4^ H" • 4' i '^ 2.02857 87636 90; ainsi l'on aura exactement 
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et la loi génërale est confirmée dans un des cas les plus compliqués du 
système de ;t == 7 , comme elle Ta été dans tous les autres exemples re-» 
latifs à de moindres valeurs de fJL. 

Autre série de formules pour la comparaison des mêmes transcendantes* 

3o8. Jusqulci les formules que nous avons développées supposent 
que la fonction (px z=z \ — a? e^\. partagée en deux facteurs , l'un du 
second degré , l'autre du troisième ; mais cette fonction peut aussi être 
partagée en* deux facteui^ , l'un du quatrième , Tautre du premier de- 
gré , savoir : ^^x sisi+jc + x^ + jcr' + ^r* et ^^ =51 — x. 

Dans cette nouvelle supposition, on pourra former une autre série 
infinie de formules correspondantes à toutes les valeurs du nombre fA , 
au moyen desquelles Téquation (3) offrira la comparaison des fonctions ^x 
dans une infinité de combinaisons nouvelles. Nous pourrions donc ici re- 
commencer une nouvelle série de calculs qui conduiraient à des résultats 
analogues à ceux que nous avons déjà obtenus, et qui confirmeraient éga- 
lement toutes les propriétés énoncées dans notre théorie; mais nous nous 
bornerons à établir les formules qui se rapportent aux deux cas les plus 
simples, celui de ^ = 4 et celui de /u = 5. 

509. Dans le premier c^s, si Ton prend 6^?= i et fl.o: = c -j- c,ar, il 
faudra satisfaire à l'équation 

Soient données les deux valeurs «r = ^ , a: S3= f', avec lesquelles on forme 
le produit [x — i){x-^i)^=x^ — Ajet + B , et suppotons que les deux 
autres termes de la série j:,, x^^ x^^ x^ soient les racines de l'équation 
o = ar' — px + q, il faudra que le premier membre de l'équation (K) 
soit identique avec le produit développé (x* — Ax •+- B) (x* — px -|- g) , 
ce qui donnera les quatre équations de condition 

/> + A == — I _ c% , 
9 -4- pA + B = I — c\ + 2CC, , 
/?B -f- çA = — I + 2CCt — c*, 
qB = i — c\ 

Deux de ces équations peuvent être remplacées par les deux suivantes ; 



'^-.''^^^►•' 
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qui donneront immédiatement les valeurs des deux coefficiens c et c,; on 
prendra ensuite deux autres équations pour déterminer les coeiBciens p 
et 9 , au moyen desquels on connaîtra les racines a. et £ ^ qui doivent être 
jointes aux racines données a:=zt, x = tf : on connaîtra ainsi les quatre 
fonctions qui doivent composer le premier membre de l'équation (3). 

Le cas le plus simple est celui où Tune des données t et tf est 
nulle ; soit alors ^ = o , on aura c -\^ c^t =^ K et c :=: j , ce qui donne 

c, = . Dans ce cas, on a B =; o, A = / , et les équations pour 

déterminer p et q sont 

/? = — ^ — I — c% , 

q = — pt+ 1 -f- 2C, — c%. 

Quant à la valeur de ^ , on peut la prendre à volonté , excepté / = i , 
parce que le premier membre de l'équation (K) ne peut famais être di- 
visible par X — I . 

Exemple* 

5io. Supposant 1 = — i, et prenant la valeur de A négative, savoir, 
A = — îv/a, on aura c, = i + rV^f />=5— |— |/3 et 9 = — 1/2. 
L'équation à résoudre sera donc 

on en tire les deux valeurs :r = a , ;r = — * ^ , savoir : 
et = - ? - i v/^ + ^{^ H- f /:>) = o.4a368 3939a 6907, 

« = l+z^^ + v/(ïs + ? v^^) = 5-53789 75016 42,7. 

Calcul de '^^ct par la Jbrmule {12). 
\) CL. ... 9.62704 :200i4 67a 3.32340 ^0625 3 



a*. 



... 8.i352i 00075 36 8.i352i 00073 4 

8.92081 87539 5 9-82390 87409 

2) 6.68307 07627 53 5) 0.28252 08107 7 

8.i352i 00075 36 8.I352I 00075 4 

9.61 181 98286 9.86148 8456a 



3) 4.43010 05986 9 6^ 8.27921 92743. 
8.1552 1 00073 4 / /i/ :^ /H 

9.75809 ï4565 



4) 2.52340 20625 5 

Tome III. 4i 
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t) = a = o.4a568 SgSga 6907 
a) 48 20265 3127 

3) 26921 5834 

4) 210 5727 

5) II 9166 

6) '90 

•^A = 0.43416 86790 0951. 

Calcul de -^'S par la formule (16). 

C 0.52347 29963648 i) = o.iogSi 99o5i 9690 

u 9.47652 70o36 352 ^^ - 5 o44a6 3oi4 

«' 9.75826 35oi8 176 0.10928 94625 6676 

9.82390 87409 443 5) 3ii 4540 

1) 9.05869 92465 971 94957 "16 

«» 7.58265 5oi8i 76 4)— ' 4566 

9.06214 79067 49 ' "^ _2 

3) — 5.48548 21715 22 U = o. 10928 94956 6857 

7.58365 5oi8i 76 1.54969 62777 47 

9.6272 7 67796 81 4'^= 1.44040 67840 7845 

5) 2.49559 59691 8 •\,a = 0.42416 86790 0951 
7.58265 5oi8i 8 1.86457 5465o 8794 

9.76403 265oo 9 4', — 0.95885 14594 40 

4) —89.64006 16574 5 c = 2.8o54a 69025 28 

7.58265 5o2 

9.82705 554 4» =1.35575 06248 17 

5) 86.84975 02 4^è = 1 .54969 62777 47 

4^+4''^= 2.80542 69025 64. 

On voit que la somme des trois fonctions. 4* H- 4'^ H- 4'* diffère très 
peu de la constante 4^ "f* 4'i » *P^ ^^ ^'^^ P^^ encore présentée dans 
les calculs précédens; ainsi l'on devra avoir exactement 

4* 4- 4'f H- 4'i = 41 + 4'i. 

5ii. Telles sont les formules qui s'appliquent au cas de At=4. Voici 
maintenant celles qui s'appliqueraient au cas de /x = 5 : 
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Soit t une valeur donnée de x prise dans la suite x^, x^, Xs, x^f Xs, 
on aura Péquation 

c -f- c,t + <• = aX, X = ^^IZP > 

deux autres équations semblables répondraient à deux autres valeurs 
ar = ^, x'=^ i\ et, par le moyen de ces trois équations, on détermi- 
nera les valeurs des coefBciens c, c., a. Si ensuite on représente par 
x^ — Aor* 4- Bj: — C = o l'équation qui a, pour racines les trois va- 
leurs données ^ = ^ , or = ^, jc = /', et par jc:* — /;jc H- 9 := o l'é- 
quation qui a pour racines les deux autres termes de la suite .r. , x^j 
Xs, x^f Xi y il faudra que le premier membre de l'équation précédente 
soit identique avec le produit développé 

(x^ — Ax* + Bx — C) (a:' — px + q). 

Ainsi l'on aura pour déterminer p et 9 les équations 

p -4- A = I — ac, — a*, 
q + pA + B := 2C + ^*i — 2C, + a^ , 

et Ton connaîtra les racines des cinq fonctions qui composent le premier 
terme de Téquation (3). 

3 13. Le cas le plus simple est celui où deux des trois valeurs don- 
nées de X sont nulles ; alors ces données t' et 1!' étant désignées par la 
quantité m , supposée infiniment petite , il faudra que J'équation 

c + C,û» -I- â>* = -^^ -, 

dans laquelle on négligera les m*, devienne identique. Cette équation 
se réduit à c + ^1^ = a (1 -f- ^); ^He donne par conséquent a=r c =s c. , 
valeurs qui , étant substituées dans Téquation c -f- c.^ -f- /* = aA , 
donnent 

_ _ ^ I — l»±:|/(i — <^) , 

ensuite on aura 

p s= — / + 1 — a* ^ c*. , 

ç = — p^ -f- ac*. 

41.. 



• 
• 
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Exemple^ 

3iS. Soil ^ =: — I , on aura c = =fc ^/a ; prenant c = ^/a , il en 
résultera ;? = -^ av^a^ j =3 4 — aj/a, et l'équation à résoudre sera 

x^ + axj/a = 2v/a — 4> 
on en tire les deux racines négatives 0:5=— a, a:=3 — 6, dont les 

valeurs sont 

a = o.5o4o5 384ia 4865, 

€ =: 3.3:^459 52854 9755. 

Il faut maintenant calculer les deux fonctions 4^^ 9 4'^ f V^^ doivent 
être jointes à la fonction donnée 4'^ pour composer le premier membre 
de l'équation (5). 

Calcul de 4'^ p^^ la formule (la). 

i) a.... 9.70245 96965 148 i) = o.5o4o3 584t2 4865 

a*. .. 8.61229 848i5 74 2) — i56 65971 0071 

8>92o8i 87559 5 0.50266 74441 4792 

2) — 7.15557 69518 39 5) I 81842 4566 

8.51229 848i5 74 0.50268 56285 9158 

9.61181 98286 ^^ _ 33gg ^^g^ 

5) 5.25969 52420 I 52894 8096 
8.51229 848157 5) '755009 
9.75809 i4565 — 

■ — 52q68 5io5 

4) - 5.53098 5i8oo 8 Q^_ ^, 33^ 

8. 51329 848i5 7 ^^ , 

9.83390 87409 

„. — T^ ; — -p-r -J/'a = o.5oa68 52q66 6ia6. 

5) 1.86629 24025 5 ^ ^ 

8.51239 848i5 7 
9.86148 84562 

6) — 0.24007 95405 2 

Calcul de 4'^ p^r la formule (16). 

€ a.5665o 96118 éfi^ 9.27444 4525i 795 

u 9,65569 o588i 568 là 8.16845 19407 84 

u* 9.81684 51940 784 9.06214 79067 49 

f 9.82590 87409 445 ^) _ 6.5o5o4 41707 12"" 

i) 9-^7444 45a5i 795 
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6.5o5o4 4' 7^7 ï^ 
8.16845 19407 84 
9.62727 67796 81 

5) 4*50077 289 II 77 
8.16845 17407 84 
9.76405 265oo 9 

4) — 2.23525 74820 5 

8.16845 19407 8 
9.82705 35575 2 

5) 0.22876 29601 5 
8.16845 17407 8 

9.86343 50954 



= 

2)- 


0. 


.18812 4o5i4 5636 
3i 99220 47^8 


5) 


0. 


.18780 41294 0878 
19988 1634 

61282 25l2 


4)- 




171 1029 


5) 
6)- 




61 III i483 

1 6934 

Ida 


U = 


0. 
I 


18780 611 12 8235 

.54969 62777 4? 



4'^= 1.36189 01664 6465 



6) - 8.26064 99963 5 ^,^ _ ^ 5^^g3 5^^ g^^g 

4'i =s o. 93885 14394 4o 
2.80342 69035 659. 

On voit que la somme des trois fonctions 4'* + '4''^H"4''* ^* égale 
à une constante qui coïncide presque entièrement avec la constAnte con- 
nue «4/1 + "Nt^' 7 = 2.80342 69025 64; ainsi Ton aura exactement 

'^ CL «-f- «sj/ o '^ %(» I = 'nJ^I ^- 'vp i, 

3i4- Après tant d'exemples calculés avec beaucoup de précision pour 
différentes manières de partager la fonction ^x = i — ^^ en deux 
facteurs , et pour tout nombre de termes admis dans le premier membre 
de l'équation (5) , depuis trois ou même deux jusqu'à /t , /t pouvant être 
aussi grand .qu'on voudra , on voit que les résultats ont été constamment 
conformes à la théorie que nous avons développée dans plusieurs points 
principaux. Nous nous sommes attachés particulièrement à la plus simple 

» ^ .. et 

4^'x =: j . ^. , et nous avons prouvé que la somnae de plusieurs 

fonctions semblables , prises avec des signes que Ton peut faire varier 
de toutes les manières possibles^ est égale à une constante qui se com- 
pose toujours exactement des fonctions complètes 4 1 1 ^P' 1 9 <{ui sont des 
transcendantes d'un ordre inférieur. Nous avons fait voir ensuite com- 
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ment des fonctions de la première espèce on peut passer saccessive- 
ment aux fonctions plus composées comprises dans la formule générale 

^[. jc = A — _ \^/( — \ » ®* quelles sont les propriété nouvelles que Ton 

obtient constamment dans la comparaison de ces dernières fonctions. 
Le sujet de ces recherches est des plus vastes, et nous n'avons pu que 
l'ébaucher fort imparfaitement; mais nous en avons dit assez pour que 
la théorie des nouvelles transcendantes que nous appelons ultra "cllip^ 
tiques puisse être regardée maintenant comme établie sur les fonde* 
mens les plus solides. M. Âbel , enlevé aux sciences avant l'âge de 
27 ans^ avait fait preuve d'un génie extraordinaire dans les savans 
Mémoire^ où il avait perfectionné si notablement la théorie des fonctions 
elliptiques; mais la profondeur de ses conceptions nous parait encore 
plus fortement empreinte dans le beau théorème qui donne naissance à 
une théorie beaucoup plus étendue que celle des fonctions elliptiques, et 
dont il n'existait aucune trace avant lui. 

§ XI. Exemple du calcul de deux fonctions imaginaires. 

5 1 5 - On a trouvé ci-dessus (248) qu'en supposant ^ = o et c = o , les 
deux auxiliaires qui doivent se joindre à la valeur donnée f =0, pour for- 
mer le premier membre de l'équation (3), sont les racines de l'équation 



X* 



— (~^— ) ^ + 'w •+- 1 = o. 



Ces racines étant imaginaires, nous les représenterons à l'ordinaire 
par la formule 

a? = r(cos fl ± |/ — I sin 6),' 

et nous nous proposons de calculer les fonctions correspondantes , ou seu- 
lement leur somme, qui sera une quantité réelle. 

Voici d'abord les élémens du calcul : 

r = \/(m + 1) = i-798<y> 74599 il^ > 
log r = o.255oo 88179 56g65, 

cos e = 4^^^ = v/(^)' »•«»« = 9-^5497 5546. 29104, 
Ô = 80° 6' 5i", 1401128. 
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3i6. Coosidcrons r comme seule yari^Ue daiis l« v«l«ur% %.«.«.«.% 
ar = r(cos 6 + ^ — i sin 0), nous «urons» ptr U subfttitutioi) » 



dx dt (oos > ^ V^"^ 1 »itt fe) 

1/(1 — X*) ~ V'(i--'*^<»$5« — r» sin 59,1/-- 0^ 

fiaisons ensuite , pour simplifier cette formule , 

* = 50 — w = 4o^ 5a' 55",70o5t> 4 , 
1 — r^ cos a == f» cos 2^, ^^^^ _ ^t4îL*_ 

r»sin a= p' sin a(p, ^ i-13^>«-» 

et le second membre de l'équation précédente deviendra 

dr (cosô + \/— \ sin ô) dr ^ /û •_ -,\ _i • • /A . v • 

Changeant le signe de v/*^ 1 ; et ajoutant les deux résultats » on voit 
que la somme des deux fonctions 4^ correspondantes aux deux valoui*N 
imaginaires de x^ donnera Tintégrale réelle 

yy^ cos (9 + (p), 

où les quantités ^ et p sont censées des fonctions de r ; cette intégrale , 
d'ailleurs, devra être prise depuis r=s o jusqu'à rss ^(m ^ï). 

Ainsi, tout se réduit à chercher dans les limites désignées Tintégrale 
fydry dans laquelle l'ordonnée y = 2-£2ii v. ^ ou 

et préalablement Fangle ^ se déduira de r au moyen de Téquatton 

sin ti, 

tang 3(p = -j , 

p,- COf * 

où FoD a 

log nn A =5 9«8i^3 79^^ f 

k^ cos 4 s= 9.88076 53oi6^ 

coa « 2= 0.75991 55o8i»<. 

317. Pour résoudre œ proMime de quadrature^ il finit dU^ml prend» 
une idée de la figure de la courbe doot r eat TabiMie et y f ordonna. 
(Foy-ez fig- 5.) 

A Forigiiie dci abscissei^ oàrsso^Ofie^flio^ et Xmàmmfm 
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jr = 2 cos 6 = o • 34356 07498 =: AE. L^ordonnée décroît ensiiHe lente* 
ment jusqu'au point B , où elle est nulle ; alors on a 

Quant à l'abscisse correspondante r = AB , elle se déduit de l'équation 
r* = -;-7 — n---T , et 1 on a 

sin («t + 2f ) ' 

r == AB = 0.82816 a54o7. 

Au-delà du point B l'ordonnée devient négative ; elle parvient bientôt à 
son mcurùnum au point M, où l'on a «*f*^+^==^7^9 et par con- 
séquent 

(p = 49^ 46' 57^71977 44. 

Cette ordonnée maximum ^ = — ' ?^ [cos (ft — So*»)]*, savoii', 

MP = 1 . 27406 i83d2 ,• enfin , l'abscisse correspondante 

AP = 1.08985 08389 5. 

Depuis le point M l'ordonnée décroît continuellement , et la branche 
de courbe MD s'approche rapidement de l'axe AC, qui en est ras3rmp- 
tote. Au point C, qui est la limite de notre intégrale^ l'abscisse 
AC=v/(m-|-i)== 1.79890 744; on a alors (p = 68^ 41' 55", 56467 5 
et 7=53: — 0.4^324 79444 • ^'®st la valeur de la dernière ordonnée CD. 

On voit maintenant que dans Faire que nous avons à déterminer il y 
a une partie positive et une partie négative , qu'il faudra calculer sé- 
parément. 

Les formules ordinaires des quadratures ne s'appliquent qu'avec peu 
de succès à une figure aussi irrégulière que celle de notre courbe ; aussi 
nous ne donnons que comme une médiocre approximation le résultat des 
calculs suivans. 

Ayant divisé en six parties égales la base BC de la partie négative , 

nous appellerons a> chacune de ces parties, dont la valeur est 

cû = o. 16179 24832; le même intervalle étant porté quatre fois sur la 
base AB de la partie positive , on parvient au point I , où le reste de 
la base A, = 0.18098 ^55o4* Cela posé, les formules précédentes don- 
nent la valeur des ordonnées correspondantes aux différens points de di- 
vision de la base comme il suit : 
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r 


y 


0.00000 00000 


0.54556 075 


• I 8098 26079 


0.54546 174 


0.54277 5o356 


0.54090 274 


o..5o456 75168 


o.326ro 785 


«66656 00000 


o*. 26295 667 


o.dt2Si5 25407 


0.00000 000 


o-9^94 50239 


— 0.95009 624 


i.i5i75 76071 


— 1.21077 io5 


I . 5 1 55a 9990? 


— 0.90225 788 


1.47552 24755 


— 0.66914 990 


1.637 II 49567 


— 0.51176 4^ 


1.79890 74599 


— 0.40224 794. 



Par ce» valeurs , cm trowera que le trapèze dont t« base est f B sîî: 4^ a 
pour valeur ^fy $ fy désignant la scKBine des troîst cvdonnées îMer** 
médiaires et de la demi -- somme des extrêmes, dont Finie s: o. Ce 

produit. ..... 1. .•••••...••....» , ss Or 178^4 '^4 

On y joindra le premier trapèze Ai i£ :^ 0.06^16 956 

et l'on aura Taire positive .... .^ .«•«•.•«..... •> o . ^4^4 < ^ 

A l'égard de la partie négative, sa valeur est ~ o. 71919 40 

Somme des deux. ••.«. . — 0.47878 12. 

Telle est donc la valeur approchée de Taire qui représente la somme des 
deux fonctions imaginaires proposées. 

5 18. Nous avons dit que le calcul dirigé par la méthode ordinaire des 
quadratures ne pouvait donner qu'une médiocre approximation , à moins 
qu'on ne calculât un beaucoup plus grand nombre d'ordonnées , ce qui 
deviendrait très pénible; mais heureusement la question peut être résolue 
beaucoup plus simplement en n'employant que les formules propres aux 
fonctions A^x. 

Puisque dans la valeur jc =: r ( cos 9 + |/— ^ sîn 6 ) le module r 
égal a V^(/» +0 est plus grand que Tunité, il convient de mettre — x 
à la place de x ^ en disant 

X = r(cos fi' — v/ — i sin 6'), 
8"=^ ^ — e = 99** 55' 28^,85^88 72 ; 
Tome III. 42 
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alors la fonction 4*^= / t/(i — a-^ ) deviendra j T7(~^^\9 ^t ^^ valeur 

de cette intégrale, qui suppose or > i, se trouvera par la formule (i6), 
où Ton devra faire 

w = i = - (cos 6' + \/ — I sîn fl'). 

La substitution faite dans chaque terme de la valeur de — U donnera une 
partie réelle et une partie imaginaire, et, parce que la seconde valeur 
de X donnerait pour chaque terme de — U la même partie réelle et la 
même partie imaginaire avec un signe différent, il s'ensuit qu'en ajoutant 
les deux fonctions correspondantes on aura une somme totale qui sera 
de la forme 

I r"* cos ? Ô' — P (A) r-5 cos - 9' + P(AO r-« cos ^ fl' 

— P (A") r-» cos - 6' + etc. , 

Je 

où l'on voit que les logarithmes désignés par fA), (A'), (A"), etc. , sont 
ceux qu'offre la formule (i6); de sorte que cette dernière formule, 
adaptée à nos deux racines imaginaires, ne diffère de la formule ordi- 
naire que par les facteurs a cos | â' , a cos -^ 8' , a cos ^ 0' , etc. , af- 
fectés aux differens termes de la série. Voici maintenant le calcul dé- 
taillé de ces termes : 

Anglesdont lescosinus servent de f acteurs oiljc differens termes de la formule. 

fl' = 99»53'a8"85988 72 
i Ô' 49.56.44 , 43994 56 

|ô' = 149.50.13,28983 08 (1) 
5d' 139.27.24)29943 6 

^ ô' = 289 . 1 7 . 37,58926 68 (2) 
139.27.24,29945 6 

^6'= 68.45. 1,88870 a8 (5) 
159.37.24,29943 6 

^ô' = 2o8.ia.a6,i88i3 88 (4) 
159.27.34,29945 6 

i^fl' = 347.39.50,48757 48 (5) 
159.37.34,299^3 6 

^9'= ia7. 7.14,78701 08 (6). 
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9*74499 ï'Sao 4 

r~*.... 9.87249 55910 a 
$ 0.12495 87566 I 

9.74^4^ 55096 7 9.74342 55096 7 

8.72495 59103 — cos|6'.. 9.95681 5o688 
9.06214 79067 5 ,) _ 9.67924 05784 7 

7 . 52952 95266 2 • 7 . 52952 95266 2 

8.72495 59102 cos-^ô'. . 9.51905 56098 5 
9,62727 67796 8 ^) _ 7.04858 49564 7 

5.88176 2oi65 5.88176 2oi65 

8.72495 59102 cos-^ô'.. 9.55922 55449 
9 > 76405 26501 3) ^ 5.44098 556i4 

4.5707505768 4-5707505768 

8.72495 59102 — cos — fl'.. 9.94509 59084 
9.82705 55575 ^^ ^ 4.51 584 64852 

2.92276 00245 2.92276 00245 

8.72495 59102 cos^fl'. . 9.98985 52760 

^.86545 50954 5^ ^ 12.91261 55oo5 

i.5iii5 10299 i.5iii5 10299 

COS-^Ô'.. 9.78067 52I2I 

6) + I. 39182 62420. 

1) = — 0.47779 58754 5 

2) — III 85685 5 

— 0.47891 22459 6 

3) + 2 76048 6 

— 0.47888 46591 o 

4) + 30694 I 

25696 9 

5) + 817 7 

24879 2 

6) + 19 6 

— 0.47888 24859 6. 

4^M 
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On voit que la somme des deux fonctions imaginaires calculées immé- 
diatement par la formule (i6) est — 0.47888 24859 6, résultat qui 
ne diffère de celui qu'on a obtenu par les quadratures que d'une unité 
décimale du quatrième ordre ^ et nous ne devions pas «attendre une plus 
grande précision du premier calcul fait sur un assez petit nombre d'or- 
données. Ce second resultat est fort approché de la constante connue 
•v{/i — f 4'i = 0.47888 24869 435 , et l'on doit même être étonné que 
l'approximation jsoit aussi grande^ malgré les dîiEcultés de ce calcul ; on 
aura donc exactement 

4[r(cosÔ+ V/-I sinfl)]| __ , . . w. 
+ 4[r(cos fl — i/— 1 sin ô)] i ~ ^ f . N- c 

319. Il résulte de ce seul exemple que les fonctions dont les racines 
sont imaginaires peuvent être calculées par les mêmes f(M*mules que les 
fonctions dont les racines sont réelles ; il n'y a donc pas lieu d'exclure, 
comme nous l'avons fait dans les recherches précédentes, les solutions 
dans lesquelles il se rencontre un ou plusieui^ couples de racines ima- 
ginaires , et l'on trouvera dans tous les cas que la somme des fonc- 
tions tant réelles qu'imaginaires , s'exprime toujours par une quantité 
réelle dont la forme est donnée par celle du second membre de l'é- 
quation (5J; et, par cette propriété, la théorie que nous avons déve- 
loppée acquiert une beaucoup plus grande extension. 
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S XIL De la transcendante -Lx ^- fr-Tn ;t7 — tt-^. 

320. Cette transcendante appartient à la seconde classe^ puis<jue 5 est 
le plus haut exposant de x dans le polynôme compris sons le radical , 
et elle fait partie de la première espèce^ ou plutôt elle est la plus simple 
des fonctions de la première espèce dans cette classe ; elle jouira donc de 
la propriété en vertu de laquelle étant données ^t — 2 valeurs particu- 
lières de ^ , on pourra par leur moyen en déterminer deux autres , de 
manière que les (jl fonctions qui en résultent satisfassent à l'équation (3) , 
c'est-à-dire que la somme de ces /t fonctions, prises avec les signes conve- 
nables, sera égale à une constante déterminée. 

Mais ce qui est surtout digne de remarque, c'est que la transcendante 
dont il s'agit, quoique appartenant à la seconde classe , est généralement 
réductible à la première, en supposant A:< i; on fera voir, en effet, 
qu'elle peut toujours s'exprimer par deux fonctions elliptiques de la pre- 
mière espèce : considérée sous ce double rapport, cette transcendante mé« 
rite d'être examinée avec soin , parce qu'elle peut conduire à de nouvelles 
propriétés des fonctions elliptiques. 

Nous observerons d'abord que la transcendante 4*^ P^^^ f ^^^^ cesser 
d'être réelle, prendre trois formes différentes. La première, qui continuera 
d'être désignée par -vj/jc, s'étend depuis jc = o jusqu'à or = i . 

La seconde , désignée par 4^^ > suppose qu'on a changé x en — ^ ; de 

sorte que '\'x représente une nouvelle intégrale /^^[;^(^-^(, _^.^.)-| , 
qui s'étend depuis .r = i jusqu'à x = ?• 

Enfin, la troisième, désignée par 4''*^^ suppose que la variable x est po- 
sitive, et qu'elle s'étend depuis x=i-r jusqu'à jc=: - ; on a dans ce cas 

dx 



r* =/i 



V/ta?(x*— i)(*»x*— i)]* 

Il n'y a pas d'autre hypothèse qui rende réelle l'intégrale primitive 4^> 
tant qu'on suppose le naodule k plus petit que l'unité. 

Faisons voir maintenant comment notre transcendante sous ces trois 
formes peut être exprimée par deux fonctions elliptiques. Le procédé que 
nous suivrons pour cet effet est le même dont nous avons déjà fait usage 
dans l'art. 149 du tome P'. 
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I /* x" • dx 

Premièrb forme , 4ar = J ^j-(, _ ^»j (, _ jfx*)]' 

Limites x = o, x = i. 

321. Le polynôme sous le radical étant i — (i + A*)x» + A:^a:*, nous 
supposerons i + œ* = poc , p étant une nouvelle variable, d'où nous 
déduirons successivement 

(i _ jc*) (i — k^x') = a:'[p' — (i + *)'] . 

■ -3 - 

x'^dx X •dx 

V^[(i— a:«) (I — A'ar^)] ~ VlP^— (» + *)T ' 

1 + ]èx = x^\/{p + aA:»), 
I _ Jcx = x'y/{p — 3^), 

donc 

, _ _ 1 / ± 1 r ^^ . 

Les deux nouvelles intégrales qui composent la valeur de ^x ne différant 
que par le signe de k^ , il suffira de considérer la première, 

Four réduire celle-ci , soit d'abord pz=zz* -— ak* , on aura la trans- 
formée 

Soit ensuite z = — i- — , on aura , en faisant c* = ^ . / , 

COS # 2 + 2^ 

p ' r ^^ 

— |/(2 + a*) V 1/(1 — c' sin» #)• 

Enfin, pour donner une forme positive à cette dernière, on se servira 4^ 
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la propriété F (c , «) + F (c , ç) = F'c , à laquelle on satisfait en fai- 

. ft sîn ^ - i, 

sant cos cû = -77 r-r- v^ > et 1 on aura 

V^(2 + .2A) V \/(i — c'sîn*^) \/(2 + 2^)* 

Mais y pour faire usage de cette dernière formule , il importe de passer 
directement de la variable ^ à la variable ç ; c est ce qui se fera par 
les équations 

d'où Ton déduit 

. - ^ 2a: (i + A) 

On voit donc que tandis que la variable a: croit depuis ^ = o jus- 
qu'à a:=:i, l'amplitude ^ croit de même continuellement depuis ^ = o 
jusqu'à <p =: {tt. 

Maintenant, si dans le résultat qu'on vient d'obtenir on change le signe 

de k^ , la valeur de c* deviendra celle de b^, et l'amplitude (p restera tou- 
jours la même ; d'où il suit qu en réunissant les deux parties de la valeur 
de '^x, on aura ce résultat très simple 

y"" — v/(2 + ^^) • 

Ainsi l'on voit qu'en efiFet la fonction 4^ s'exprime par deux fonc-^ 
tions elliptiques de première espèce, qui ont la même amplitude (p , 
et dont les modules sont complémens l'un de l'autre; de sorte qu'on a 

2 + 2* 2 + Î^A 

Puisqu'en supposant x z=s j on a^sj^, la valeur de la fonction 
complète 4^ ^^ ^^^^^ exprimée 

mais on peut aussi trouver la valeur de 4 ^ P^i* ^^ autre procédé qui dé- 
pend des fonctions F. 

_ (1 — Ar^x*)"*, 

w \ J 
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prise depuis a: su o jusqu'il x := i , si Ton appelle T^ Tiistëgralé 

^^-rr ^ prise entre les mêmes limites, ou aura 

4i = T<> + - k'T -f- i4 Jt*T» H- etc. ; 

mais en mettant or* à la place de jt, Fintégrale appelée T' deTÎent 

^fx dx(i — xf^y et ses limites sont toujours j?= o et j:= f. 
Or, par les formules connues, l'intégrale T', sous cette dernière forme, 
a pour valeur 

— 2-"T(r+ir" ' 

« 

r - r - 
Dans le cas de i = o, on a T" as y ^ , * a= D^/a , en supposant. . . 

D = F' ( sin 45' ) ; ensuite on aura 

T» = |T% T* = ^T', Tsïi^TS etc. ; 

donc la fonctioii cherchée 

et l'on a par conséquent la formule générale 

ï±t^|=,iF.(«a45X-■+j*••3+^^'•r|'+^|^l*••jfs+'^•)• 

Si l'on fait Arso, ooac=6, el l'équation devient idenfique» 



Seconde whmb, 4.'* = /v/[(r'-.)'(,-;f:c')] ' 
Limites x :=^ i, ar = j. 

322. Soit encore i + ^*=/wr, on aura 

(^« _ 1) (i _ A:»ar») = jc*(ï 4- 2* + *• — ;?•), 

'^^ ~J »/[(i + *)• -7î ' 

maisr, etk vertu de l'équation supposée, on a 

I + k^x = ^*v/(/^ + aA») , 
1 — A^x =r db X' v^(/> — a*») , 
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le signe ambigu étant + si l'on a x<C -Ar , et — si l'on a a? > -^; de 
là on tire 

x"^ = i\/(/j + ak^) =fc ^n/C/» — aA»), 



x-'dx = - ..'^^ .. =c -rÀ± 



et enfin 

J x/Ci» + a*«) . »/[(! + *)'-/»•] J y/{p - 2*0- i/[(i + *)*-i'T 

Pour avoir la première partie^ soit d'abord ^ = u* -^ 2k* ^ et ensuite 
« ^ (i + k*) cos « ; on aura cette partie 

p_ r __± F(ft, ») . 

on aura de même la seconde partie P' ss ^ ^ ^ \. , ce qui donne sans 
ambiguïté * 

'*'' W+^) — 

Quant aux angles co et »', ils se déduiront immédiatement de x au moyen 
des équations 

cos» =-77 -TT, COSû, =-r7 Tv* 

Nous avons mis dans la formule F(c^ a»')^ sans ambiguité de signe, 
parce que l'angle œ^ , déduit de cos cû' , croit continuellement depuis 

:r = I, où Ton a cù':=io, jusqua x =: ?, où Ton a a>^=:7r; la valeur 
intermédiaire x = -pj donnerait eo' =i -tt. U n'en est pas de même de 
langle a , qui croit depuis «r ^ i jusqu'à :v = -^ , et qui décroît ensuite^ 

suivant la même loi, depuis a: = jpr jusqu'à x = t. Dans cette dernière 

limite , on a donc à la fois o) = o et cù' z=s^} d'où il stdt que la fonction 
complète 4"' ? est ainsi exprimée : 

I' * aF'c ■ 

Ton m. 43 
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Une autre manière de trouver la valeur de cette fonctioaest de faire la sobfr* 

titution jc* =cos'8+ j^sîn» 6 dans la formule 4'a: — f^^^^Zi)(^^— k*x^)] ? 

il en résultera Tintégrale /A:*rf6(i— Ai^'cos^ôf S où Ton a fait A'-ssi— *•. 
Cette formule étant réduite en série ^ puis intégrée depuis = jusqu'à 

= 1 91-, on aura cette seconde expression de 4' î > 

on doit donc avoir, en général , la formule 

1/(3 + 2*) — * aV^2*^-4^2-4 4-8^ V' 

1 11 ft (» — *')* 
lacpelle suppose c* ssi -^ . ^^ « 

Troisième fORHs. ^''^ =^1^,^^-;,-^-^— ^. 

Limites a: =^ r, x zsl -. 

3^5. Par une analyse semblaMe 2i cdle des deux cas précédens , on 
trouvera qu'en supposant 

cos â = ^-1 ^^— , cos 8'= ^7 f 

k^x — I k^x + I 

on a 

I r,^ F(», ê)-^F(c,y) 
+ ^ = V/(2+2À) • 

Les deux angles 6 et â' croissent continuellement depuis la première limite 
;xr s: j;, où ils sont nuls, jusqu'à h dernière ;r:= -, oli ils sont égaux à -^xl 
Ainaî PexiHt»sion de la fimcfion complète est 

^ O "^ 1/(2 + 2*)' 

n y a un atrtre moyen de trouver la valeur de cette fonction. Soit 
jc = T— ^! — ; l'intégrale primitive deviendra 

/*• déi (eœ â»)^ (i — A* eos* a)~ ^ , 



TRa 
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559 



ou 



k''fdù»{c» 4*)^ (1 + ^ A*oi«* <• + i^iHoos* « + ete.). 



Cette int^nle dmt être prise depuis = jusqu'à « = | ^. Soit 

cos 9 == z; on aura yoAi (cos a»)* = — fz^dz(\ -^ «•)"% intégrale qui 
doit être prise depoîs z^i jusqu'à z = o, ou, en changeant son signe , 

depuis z = o jusquà z :=: t ; mais en mettant z' au lieu de z, les limites 
seront les mêmes, et l'on aura la nouyeDe int^rale 



/ 



-z*"" dz{] 



^) 



i-i 



I r|r^ atTjrl 

a 



T% 



ri 



D'un autre c^, on a trouvé (tome II, page 455) 1^7 = 4^^ (sin 45'') 

= , *^g^ ; donc l'intégrale cherchée 






fdûê (cos «) ' = T 



a«F'(rin45*) 

Cette int^rale étant trouvée, si on l'appelle P , on aura les int^rales stuc- 



cessives 



fdm (cos m) * 



gP, /rf«(co8a)** = |^P, etc.; 



donc la fonction complète '\!' ^ a pour seconde expression 

Ainsi l'on a la formule générale 

i/(2+2i) — W F»«iii45A ^a'^-5^2.4'^'5.9^ ®^V' 

On doit voir maintenant que si plusieurs fonctions 4^ ^^^^ réunies avec 
les conditions nécessaires pour former le premier membre de l'équation (3), 
cette somme de fonctions, multipliée par le nombre M=|/(2 + ^^)y de- 
vra être égale à une constante composée exactement des constantes F*6 , 
F'c. C'est ce que nous allons vérifier dans les exemples suivans, après avoir 
établi les formules générales qui se rapportent au cas deft=:3etf6=:4- 
324* ^ fonction ^x étant égale au produit or (i «~ af") (i — k^3t^) , on 
peut la partager en deux acteurs 

^^x =1 — k^x^y (p^ = a: (i — a^)i 

ensuite, si l'on prend &r = â et 6i^= i» l'équation (a), réduite à la 

43.. 
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forme la plus simple , sera 

(A') a'(i — A:*a:r*) — x{i — or*) = (x — a:,) (jp — ar,)(jc— oTs) : 

elle suppose par conséquent ft s= 5, nombre le plus petit possible. 

Soit t le terme que l'on suppose connu dans la série des valeurs parti- 
culières a:,, ûc^, x^} en faisant a:z=zt, le second membre de Féquation (A') 
devient nul , et du premier on tire 

^= "-^ — 17^- 

Soit ensuite oc* -^ px + q :=so l'équation du second degré , dont les 
racines sont les deux autres valeurs particulières de x; il faudra qu'on ait 

a* (i — k*x*) — or (i — ar*) = (-3: — (^'— />^ 4-^) f 
ce qui donne trois équations de condition , d'où l'on tire 

_ <( i — **) <' — I 

P — ~ 7 — ;f«* ' î — , _ Av* 

On connaîtra ainsi les deux racines x =: a, or = f , qui, avec la racine 
donnée x=:t^ serviront à composer les trois fonctions comprises dans le 
premier membre de l'équation (5). 

3a 5. Si l'on veut comparer entre elles quatre fonctions, il £aiudra satis- 
faire à l'équation suivante , qui suppose fjL = ^^ 

(i — ^)(^ — «^j ~ (^ + f^i^y^ = (^ — «3?,) {x — x^{x — x^ (ar— arj- 

Soient données les deux valeurs particulières x^^-t^ x=it'; on aura 
pour déterminer c et c. les deux équations 

c + c.. = X, ^=\/[(^0(f -'•)]' 

Ensuite, faisant {x — t)(x — t') = ar* — Aar -|- B, et appelant a et é les 
deux autres valeurs particulières de x qui sont les racines de l'équation 
X* — px -f* 9 = o , on aura pour déterminer petq les équations 

A +P = ^'., 

B + Ap + 9=:^I—ji — 2CC, , 

la seconde pouvant être remplacée par k*Bqz=z i. On connaîtra donc les 
quatre fonctions '^t, ^^^ 4*> *4^> V^^ doivent composer le premier 
membre de l'équation (3). 



r 
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Exemple /*'• 

5^6. Supposons A: s= -^ , ce qui donne exactement c = sin i5° et 
5 = cos iS""; supposons de plus ^ =i et ^'=4; les formules de Tar- 
ticle précédent donneront pour déterminer c et c^ les équations 

c + i-c, = iv/(2io) £= 5.62284 41875, 
c + 4c, = î»/(io5) = 5.12547 5585o; 

d'où résulte , en prenant positivement les deux radicaux , 

p = c\ — I = — 1(5 + 5/2) = — 4.51617 19195 7092, 

q = 4-5, /^*"^ 4î = 0.62954 00575 6604, '^ 

x= db 0.59665 47755 645i — 2.i58o8 59596 8546. ^^'^ 

D&ignant ces deux valeurs par .r=;-— «^ ar = — ^, on aura 

a z=: 2.55474 07552 5o, log « = 0.40754 68525 207, 
€ = I. 76145 11861 21, log e = 0.24586 568i2 546. 

11 faut maintenant calculer les valeurs des quatre fonctions 4 ï > '^"4 p 

Calcul de '^^{. 
Les valeurs A: = j et ^ =: ^ étant substituées dans la formule 

on aura sin* ^ = ^, log. sin ^ =s 9*94^95 05459 61 et 

<p = 60*^ 47' 58",64586 =: 60^79406 774. 

D'après cette valeur de Ç , l'interpolation de la table IX pour les mo- 
dules c=:sin i5% 6 = sin 75^9 donne les résultats suivans, où Ton a fait 

M = v/(2H-2*) = i/|, 

r(c, (p) = 1. 07196 62191, 

F (6, (p) = 1.50924 19440, 

M4i = 2.58I20 8i65i. 

Calcul de 4'' 4* 
Pour la fonction '^"x les formules générales sont 

cos 6 = ^ ' — , cos V=i 7^ — I 

M4"ar «F(6, fl) — F(c, V). 
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Substituant les valeurs k=:^, a:=s^, on aura 

et comme on a (/3 := :2 sin Go"" ss i • 75^05 08075 68878, il en résulte 

cos 6 = 0.64556 191 II 85656, 
logcos fl = 9.80993 78986 5o58, 6 = 49% 793 18 128, 
logcos 6'= 9.97920 87360 3473, fl'= i7%58795 5763. 

Dans la colonne de la table IX qui répond au module b = sin 75^*, on 
trouve le terme A = F (6 , 49^) ^^ 1^ suivans , qui donnent les différences 
de A comme il suit : 



A 


«TA 


«T'A 


<r»A 


«r*A 


/•A 


0.97138 54ai 


35719 935 


45 988a 


aaaii 


laSa 


8a 



Le terme qui répond au degeé 49 + ^ sera exprimé , en général , par la 
formule 

A + «(if A+^(/*A-f-^(«r»A4-^(/*A +^ J^A ; 

faisant donc ar = 0.79318 138, on trouvera 

F(6, fl) — 0.99173 51398. 

On trouvera dans la même table le terme A =: F (c, 17*) et ses différences 
successives comme il suit : 



«TA 



«r«A 



60543 



3959 



<r<A 



69 



0.29699 33476 I 1750 64059 
Faisant donc dans la formule d'interpolation jr =5 0.58795 5763, on aura 

F(c, 80 = 0,30738 54884 
d'un autre côté , F(&, 0) =s 0.99172 31298 

M4"4 = 



donc 



= 0.68443 76414. 
Calcul de 4'^- 



F(<^, «'), 



Les formules sont 

M4'ar = F(*, ») 

i 
-— ^ ^ cos 01 = -7-7 ;^ j 

il faut y substituer les valeurs A: = ^ , 3 = sin 75*, c = sin 1 5* , 

a: =: a = a. 55474 0755» 5o, log a s=a o. 407^4 68525 207^ 



COSû» = 



cos ûl^= 



' 
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et l'on trouvera 

log COS û» = 9.99197 01771 85, » :^ 10*98396 995, 
Iog(--> cos »') = 9*34703 1^388 aS, «'as: 134,67682 891. 

La taUe IX donne la fonction F (6, 10*) et ses différence* snccessives 
comme il suit : 



<^A 


J^'A 


«T'A 


«T^A 


1775 o362 


5 6073 


54t5 


87 



o, 17556 5^45 

il en résulte 

V(b', cù) =5 o. 19281 og6o:ai« 

Pour calculer F {c, o/), j'observe qu'où a F (c, û>') ==j aF'c? — FÇ, en fai- 
sant ÇssTf— 'â>'=:45%323i7 109. Or^ la Uble IX doune ¥(c^ 45**) J 
ses différences comme il suit : 

cTA 



>^^^^ 



0.79025 4*^57 

il en r&nlte 



1775 85o47 I 07496 



/'A 



<r»A 



«P*A 



— i5a 



D'un autre côté , 

donc 



2V' c = 3.196:28 40042 
F(c, •') 



2.40029 1980$ 

¥(b, ûù) = 0.19281 09602 
M4'« = 



2»593io 294o5. 

Calcul de -^Ç. 

Appliquant les mêmes formules que dans le calcul précédent^ il faudra 
d'abord calculer leâ angles Ci et QJ d'après les valeurs 

V/3 ~ ff 



cos fl = "Y- — -^ — f cos Ci' 
Voici ce calcul : 



^(V/3-i)' 



ff+t/3 



1.76143 11861 21 
1.7^205 08075 69 



= 3.4g548 19936 90, 

son log 0.54325 85091 3o 

C* . . r . . o. 12295 28406 27 

o.42d5s 56685 o3 



^3 = 0.02938 08785 52 

son log 8.46805 73872 
C^^.0*. 0.12293 28406 3 

8.945ï^ 45465 7 
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o.4ao3a 56685 o3 8.345ia 45465 7 

/S-l-i.. 0.45648 87715 99 1/5 — 1 9.86454 iaa4o 7 

cosil... 9.98335 68969 04 cos(7r— n')-« 8.48o58 53a25, 
Q. = i5%55498 0675, * — fl'=: 88%267io 552. 

La table IX donne la fonction A ^ F (6 , 1 5*) et ses différences comme il 
suit : 



A 


J*A 


<fA 


<r»A 


J^A 


0.26463 2377 


1806 5784 


8 4095 


5933 


127 



delàresulte F(6, fl) = 0.37428 7 1174. 

Nous avons ensuite ^ — n' = 88*^26710 53a ; mais comme la table ne 
donne pas immédiatement les différences relatives à l'amplitude 88% on y 
suppléera «par celles de la fonction F (c, 85®), que la table donne comme 
il suit : 



A 


«TA 


«r*A 


«T'A 


J^A 


1.50780 553o4 


1806 49701 


i574 6 


— 3917 


— 16 



car 9 en Élisant .r=:5.!267io 53a ^ on aura la fonction cherchée par la 
formule 



F(c, îT — QO = A+ a:(crA + ^' (cr-A+ 
d'où résulte 



(cT^A+^V^A; 



On a d'ailleurs 

donc 
ajoutant 

on aura 



F(c, TT— II') = 1.56683 07085 
¥(c, 'Tc) =5 5.19628 40043 

F(c, nf) — 1.62945 52957 
F(6, il) = 0.27428 71 174 



M>|/'ff = 1.90574 o4i5i- 
Maintenant, si nous ajoutons ensemble les quatre résultats trouvés 

M4/^ = 2.38iao 8i63i 

M4'4 = 0.68443 76414 Pc = 1.59814 20021 i3 

M4^tf = 2.59310 29405 F*^s= 2.76806 3i453 69 

M4^'C = 1.90374 o4i3i 3F'c = 4.79442 60063 39 



nous aurons la somme. ... 7.66^48 9i58i 



7.56248 91517*08; 



et Ton voit que cette somme ne diffère de la somme des constantes 
5F'c + F'6 que de 64 unités décimales du dixième ordre, rapportées 
à un nombre total de plus de 7 unités. Cette différence sera jugée aussi 
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petite qu'il est possible , en égard aax erreurs des interpolations d'où elle 
est déduite ; on doit donc en conclure qu'on aura exactement 

M(4^ + 4"4 + 4'a + ^'C) =: 5F-C + F»&, 

ce qui s'accorde toujours avec la loi que nous ayons constamment obseryée 
dans la composition du second membre de l'équation (5). 

Nous remarquerons, au reste, que l'équation trouvée peut être partagée 
en deux autres relatives aux modules c et & pris séparément. En effet, les 
termes de notre équation étant ainsi composés 

M4 i = F(c, ^) + F{b, ç), M4'* = F(6, •) + F(c, »'), 
M4"4 = F(6, 9) — F(c, fl'), M^'^ = F (b, a) 4- F(c, Ci'), 

û l'on prend séparément les deux parties 

F(c, (f) - ¥(c, ÔO + F(c, «') + F(c, n') = P, 
F(6, 9) + F(6, fl) +.FC4, û,) + F(i, û) = Q, 
on trouvera, en substituant les valeurs trouvées pour chaque terme , 

P = 4-79442 60069, 
Q = a. 76806 3i5i5; 

d'où l'on voit que la différence entre P et 5F'c est à peine de 6 unités dé- 
cimales du dixième ordre , lesquelles appartiennent au onzième chiffre si- 
gnificatif, et que la différence entre Q et F'6 n'est encore que de 6 unités 
décimales du neuvième ordre , ce qui prouve la grande exactitude de nos 
calculs d'interpolation, ainsi que celle des tables qui leur ont servi de 
base. U s'ensuit encore qu'on a exactement les deux équations 

F(c, (P) — F(c, fl') + F(c, «0 + F(c, no = 5Pc, 
F(ô, (P) + F(*, fl) + F(ô, «) + F(ô, n) = F't, 

équations qu'il serait d'ailleurs facile de vérifier rigoureusement par les 
formules des fonctions elliptiques, puisqu'on connaît les valeurs exactes 
des cosinus des diverses amplitudes. 

Exemple II. 

527 . Soit A: = (2 — v^S)* = tang' 1 5% on aura c =: sin 3o* et 6 = cos 5o*. 
Supposons de plus ^ = 7 , et en appliquant les formules de l'art. 3^4 ^ 
nous aurons 

ToMS III. 44 
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log (— p) =9.69728 55572 65, p = — 0.49806 44647 Of 
log ( — q) = 9.87562 12970 34, 9 = — 0.75096 77676 5; 

ensuite, la résolution de Téquation oc* — ^;r-|-g=ro tlonnera a: = tf, 
et = 0.65262 44765 5, log et = 9.81466 55578 o3, 

Ç ï= I .15068 89410 5, log C = 0.06095 79592 5i. 
Il s'agit maintenant de calculer les râleurs des trois fonctions 4^»» 4^^ 4'^' 

Calcul de '^j. 



Substituant la valeur x=z^ dans la formule cos* (p 



I— X I— fe 



on 



aura cos*(p = j.j^^^î or, * = 7 — 41/5 = 0.07179 67697 24488^ 

I — ' k 

— ^ 23= o.32i56 73o5o^ 4^> ^^^ l^g=^ 9.50700 15557 ^^^ 

i^^kssr 1 «07179 67697 245^ son }og=a o.OfSSi 71559^24 

<p Œ 56»9'9",249i, cos*^. ., . 9.49168 43997 754, 

ou ? = 56%i5a56 9194^ co^ ^..x 9.74584 31998 867. 

Pour le module c se sia 5o', la table IX donne f(Cf 56f) «t ses <liffié« 
lences successives c<Hnme il suit : 



F(c^56')=^»'«»*4^ ^<>»4 



cTA 



*r»A 



64864 



«r»A 



4196 



«/^A 



% 



i9ao 19494 

Faisant donc x =3 o.i5256 9194» et substituant cette valeur dans la 

eTA H (cT^A+etc, on aura 

F(c, ^) = t. 01559 23069. 
Oa anuca pareillement pour le module b = sia 60*" les résultats 



M 



262^ ^o53 



JP*A l J^«A 



52 i5i4 I 7097 



F(6, 56*^)= 1. 10971 2568 

d'im l'on déduit 

F(6, (p) = 1.11554 15196. . 

Ajoutant ces deux fonctions , et faisant M = ^/(a -f- 3k) 

aura 

M4/| = 2.12895 58265. 



J^A 



— 258 



<»l I « T i I I 



COS i5«' 



OU: 



V7 
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Ctdad de '\ti. 

En a^^ebnt 2f Famplitade qui oonyient à la yaleor xssa, <m derra 
calcnler sinÇ' par ]a fonnole 

sîn'Ç = 



M(I+*) 



Or, d'après les Takars a s: o.65a6a 44?^^ ^» log«s=g.8i466 55578, 
logit = 8.856io 49°49 55, log(i+A:)r=:o.o5oii 244^7 95, oo tronre 

log.sia*^ = 9*9<>774 45^55 16, 
log.sin Ç = 9.95587 33667 ^> 
Ç = 64» 5' 2e*,78ia6 8, 
oa Ç =s 64%o5745 934<* 

Four le module r = sia 5o* la taUe IX donne F(c, 64*) et ses di£fêr«aces 
snooeasives cnoune il sait : 



«TA 



1955 81889 



«T'A 



4 "7" 



/»A 



9814 



«f*A 



696 



F(c, 64*) = 1 . 16755 45534 

^oàroadédnit 

F(<r, 0= 1-16847 GS^i- 

Pour le modale 6 = sm6o*, la même taUe donne F(&, 64*) et ses diffé- 
rences oomme il soit : 



^ 



/*A 



367743 



/»A 



/»A 



F(6, 64*) = i>32og4 2900 I 3798 3537 
il 0a lésolte 

puis fiôsant la samme de œs deux fonctioiiSy on aura 

lAf\a = :k./iQ\o\ 71946* 

Les fitexnvles sont 

■_ t 

x + k^x B 1 — l*x 



— 877 



/»A 



— i©5 



C06 iê 



»\» 



xî (1 + *•) 



006 o/ 



A\' 



*i(,-*i) 



il £iat j sobstitaer les Talevrs x = 

log (i + il^):=o.io5io i85i4 ^» 
et I •■ troovera 



€, logit=s8.856io 49049 55, 
log(i — i^)s= 9.86454 12240 65, 

44.. 
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log. cos (ù = 9.98313 5ao83 i3, log. cos a' = 9.94488 11488 7^ 

« = 1 5» 5 1 ' 5 1 ",57o3o , tJ = a8' 1 5' 56", 1 5986, 

ou a = i5%86432 5o8, ou «' = a8%26oo5 885. 

La table IX donne pour le module /^ = sin 60° la fonction A=sF(6, i5*^) 
et ses différences comme il suit : 



A 


«TA 


«T'A 


<f»A 


cT^A 


0.26406 5548 


179.4 o55i 


6 6x07 


445o 


59 



Faisant donc j: = 0.86432 5o8, la formule d'interpolation donnera 

F (A, û>) = 0.27956 62404. 

Pareillement , pour le module c = sin So" la même table donnera la fonc- 
tion F (c , 28°) et ses différences comme il suit : 



0.49544 86289 



«TA 



1797 25194 



^k 



cPA 


«r*A 


/*A 


9658 


— 286 


— 22 



de là résulte 



5 55595 

Joignant à ces données la valeur a? =: o • 36oo3 885 , on a par la formule 

d'interpolation 

F(c, dJ) = 0.4981 1 87853 

d'un autre côté , F(i, «) = 0.37956 63404 

donc M^'é =s 0.77768 5o336* 

Nous avons déjà trouvé 

M^/J = 3.13895 58365^ 

M4^ := 3.491OI 71946; 

M(4i + -4/* — 4'C) = 5.84336 59975. 

La constante du second membre diffère très peu de la constante connue 

F*c + F'6 = 5.84336 60035. 

La différence n'est en effet que de 48 unités décimales du dixième ordre, 
ce qui &it à peine 5 unités décimales du neuvième ordre. Or, l'inter- 
polation de la table IX, pour des modules aussi grands que fin 60^, in- 
troduit nécessairement des erreurs dans la neuvième décimale, qui est 
le dernier chiffre de la fonction , et il n'est pas étonnant que ces erreurs 
montent à 5 unités sur trois interpolations; on devra donc avoir exac- 
tement 

M(4f 4. 4* — 4'^) = F»c H- F«*. 

Au reste on peut, suivant la remarque déjà faite, partager cette équation 
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en deux autres relatives aux modules c et b pris séparément; on a en effet 

F(c, (p) + F(c, — ^{c, m') = 1.68575 o3558, 
F(4, (p) + F(*, — F(ô, a>) = 2.i565i 56457. 

Or, la constante de la première équation ne diffère de la constante 
F'^= 1 .68575 03548 que de 10 unités décimales du dixième ordre, et 
celle de la seconde équation ne diffère de F'6 = 2. i565i 56475 que de 
38 unités décimales du dixième ordre, ce qui s'accorde très bien avec la 
nature des choses ; enfin, comme on a les valeurs exactes de cos 9, cos ^, 
coso», cosâ»', il serait facile de vérifier, par la théorie des fonctions el- 
liptiques, l'exactitude rigoureuse des équations 

F(c, (p) + F(c, - F(c, û^O = F'c, 
F(^ (P) H- F(6, - F(6, a>) = F'*. 

Exemple III. 

328. Supposant de nouveau A: = j, ce qui donne c= sin 1 5* et 6 =: sin 75'', 
soit ^ = — a , les formules de l'art. 3^4 donneront pzsz^, qss^,et Ton 
aura Téquation à résoudre 



X 



• — i£ 



^ + ^ = o. 



Cette équation ayant ses racines imaginaires, nous les représenterons, à 
l'ordinaire, par x = r(cos fl ±4/— i sin fl) , ce qui donnera 

' = v/(¥). -" ■" * 



ÔIO 



lor 



1/(1 35)- 

Comme la valeur r=: v^(5«4o) = 2.223... appartient à la seconde forme 
^'x, dans laquelle x doit être compris entre 1 et t = 3, il faut regarder 
l'une de nos fonctions imaginaires comme représentée par la formule 

*dx 






Soit alors \r* — i = p* (cos 2A +v/— i sin 2 A) , il faudra supposer A cons- 
tant et p seule variable : cette variable est censée croître depuis p = o jus- 
que p = ^f limite qui devra s'accorder avec celle de x : c'est pourquoi il 
faudra satisfaire à l'équation 

F*(co8 26 + V^— I sin 28) — I = a* (cos 2A H-t/— i sin 2A) , 
d'où résulte 



a=sa)/(i*g2), co«aA=: — 



5i/3» 



sinsA 



"~ 5i/3* 
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Maintenant ,■ puisqu'on sixdx sa pdf (oos )A ^ |/— i sin nX), Tint^rale 
-^^oc s'exprimera ainsi ^ en fonction de p .et de A, 

s 

4'^ =?/^ (cos A + v/— I sin A) (i •+• p* cos aA -+-ji* stn aA|/ — i)"^ , 

(A'*— Ay cos aA — Afjï'sin 2 A t/— i)* ^ . 
Soit 

I •+• p* cos aA •fp p* sin aAv/*~^*=I^ («>«»•+' !/•*** ï^D'*^)* 
^* — A*p' cos 2A -^ **p* sin 2Av/— i =^ Q(co6 <p — y^— r sin p), 

on aura 

?• = I •^^ ap* cos aA + p*, 

Q* = jf^ _ 2À**^p» cos 2A + **P*, 

^ I + f ■ COS 2A ' 

^ ? — ï' • _ *y CM aA •" 8— p* 00s SA ' 
et enfin 

4'a:===/p-^Q-^£/f [cos (A — I fl> 4-i ^) + i/-- I sin (A — I « 4- J <P)^ 

Ajoutant l'intégrale semblable, qui ne diffère de celle^i <fiÈie par le ^gne 
de |/— I , la somme des deux sera l'intégrale Féelle 

4'^ 5=/sP"^Q* •c^ocos (A — f «4-i<p). 

C'est donc cette intégrale qui, étant prise entre les limites f = 0, p===â, 
représentera la somme des deux intégrales imaginaires proposées. 

U reste à calculer la valeur de cette intégrale par la méthode des qua- 
dratures; mais d'abord il fiiut chercher ceUe de la fonction 4'^ ^^ ^ 
pond à la valeur supposée / s^ -~ a. 

Calcul de 4'^- 
329. Les formides dans lesquelles il faut £stire or = 2 sont 
M4'x = F(*, ai) + F(c, œ'), 

cos » as ■ , i ■■■■■ — -r , cos â»' s: V/ ' ''• .V 

On aura donc immédiatement cos cù zsz , ^"vtxw ==» '^y '=% f i Y )» 

et — cos a' ou cos ('»' — o)') = ^ 7" = 1/ C~Ty ^ donc on a exacte-* 
ment 6) = i5*^ et 'TT — û>'a= 75% ce qui donne 

M4'2 == F(ô, î6«) H- 2F'c — F(c, 75^). 



-r^rw 
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Ces foiN^ons sont dénuées immédiatement et sans interpokation par la 
table IX, et il en r^ulte 

M4'a = a. 1 555(9 oaôSg = 2F'ù — i.o6a6g 374o5. 

Calcul de Paire fj'dp. 

55o. Nous devons observer , avant tout, que Taire que nous cherchons 
doit avoir huit valeurs égales deux à deux et de signes différens. En effet , 

dans Texpression de l'ordonnée jr zzs aP^ * Q" •cosA, où A=x — |û) + j^9 
les quantités P et Q représentent des modules de quantités imaginaires , 
lesquels sont toujours supposes positif et réels. U en est de même de 

leurs racines quatrièmes ou deuxièmes , telles que P^ , Q* ; car^ dans ce cas, 
la multiplicité des racines n'influe que sur le facteur angulaire, tel que 
cOs a+ v/— I sîn e» ou cos^ — \/ — i sin ^, qui accompagne le module : ainsi 

le facteur P'^Q""* sera toujours considéré comme réel et positif. Mais il 
faut examiner ce que devient l'angle A = A — fâ»+7?j comme l'angle ç 
est déterminé par sa tangente fonction de f , lorsqu'il serat attribué une 
valeur particulière à f ^ k valeur de f, ainsi €[ue celle de c», pourront être 
augmentées ou dimimiées^ à volonté, de iSo*", 36o®, 54o% etc. , de sorte 
qu a raison de ^ ^ l'angle A pourra être changé en A =b go", A db i8o% et 
qu'à raison de ^o) il pourra être changé en A± i55% A ±45% etc. : donc, 
au lieu de cos A, on pourra mettre dans l'expression de l'ordonnée celle 
qu'on voudra des valeurs 

cos (A =k 9P»), cos(A db i8o^), cos (Adb i55*) ,^ cos (A± 45°). 

Il ne résulte de toutes ces formes, quand même on firolongerait la série 
encore plus loin, que les huit valeurs différentes 

cos A, sin A, (cos A + sîn A) sin 45% (cos A — sin A) sin 45% 
— cos A, —sin A, — (cos A + sin A) sin 45% —(cos A — sân A) sin 45''. 

Il n'y aura donc que huit valcurs^ de l'intégrale fj'df , lesquelles seront 
égales deux à deux et de signes contraires. 

On voit de plus qu'il suffit de calculer deux de ces valeurs, par exemple, 

3 1 1 " 

celles qui répondent aux ordonnées j^= 2P"*Q" •cosA,7^=!ïP"^Q"*sinA,- 
car en appelant Y et Y' ces deux intégrales, on en connaîtra immédiate* 
ment deux autres, (Y + Y') sin 45** et (Y — Y') sin 45% et ces quatre in- 
tégrales, jointes à quatre autres qui n'en diffèrent que par le signe, sevont 
les huit intégrales dierchéés. 



cos 3X =5 — — ?-^, sîa 2X = \/^> 



553 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES , 

33 X. Venons maintenant au calcul effectif des deux aires désignées par 
Y et Y'. Voici d'abord les données du problème : 

r = l/(5.4o), cos ô = ^^^, sin fl = ^(^), 
a = 2/(1.92), log à =5 0.37185 53028 3986, 

2A = 103*^21' 8^73405, 
A = 51.40.34,36702 5. 

Pour avoir une valeur approchée de Taire /j'dp, nous partagerons la 
base a en dix parties égales, et chaque partie étant appelée e, on aura 

e = 0.23542 64765 I, log e = 9.37185 53028 4. 

Il faudra donc faire successivement p = o, e, 2e, 3e, . • • loe, et calculer 
les ordonnées correspondantes par la formule 

j s= 2P"^Q"^ cos A, A sss X — |« + l(p; 

mais, pour plus d'exactitude, nous calculerons en même temps les ordon- 
nées intermédiaires qui répondent aux valeurs pssj«yfe,f6, etc. Nous 
joignons ici, pour exemple, le calcul des trois premières ordonnées , tant 
de la série ^ que de la série j^. 

Soit^ 1°. f) s= o. 

Si Ton prend, dans ce cas, les valeurs les plus simples des angles ^ et cù, 
on aura 

co=zo, 9=0, P=i, Q=i, A=A, ^=(4.5)* cos A, ^'=(4. 5)» sin A. 

cos A 9.79246 5o836 sin A 9.89460 34634 

(4 . 5)* . . . . o . 32660 62569 o • 32660 62569 

r 0.11907 i34o5 y 0.22120 9720S, 

jr = i.3i544 090, y = 1. 664^1 6io. 

SoUj 2*. p S= ïC. 
e*sin2A..... 8.73180 914^3 4 e'cos2A s=s — 0.0128 

4 0.60205 99913 2 p*C0S2A = — o.oo32 

p-sin2A 8.1297491570 2 ' +P-COS2A = 0.9968 



I-|«p*C0S2A. 9.99860 80293 

tangck» 8.i3ii4 11277 

co 5= o*46'29",586i7 



8 — p*cos2A= 8.oo52 



i 
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X — 


5 i°4o' 54^56702 5 


p' sin 2A . . 


8.12974 91570 


i^ 


3.55,75216 


8 — p' cos 


aX... o.9o3a6 36701 




51.45.28,09918 
54.52,18965 


7.22648 5486o 


I« 




<p = 0» 5' 47",4643*a 


A = 


5i. 8.55,90955 


I+2p'C0î 


i 2A= 0.9936 


_ 1 

n • 

Vf • • • • 


. o.ooioi 41^88 
. 0.02548 91116 


^r^. 


p*— 0.00019 a 
P*= 0.99379 2 


'2 

cos A. • . 


. .50102 99957 

0.32755 52961 
• 9-79752 69504 


p* 

P 

p- 


9-99739 54965 

9-99864 77482 

...... o.ooi35 3a5i8 

55 80629 S 



Y o.ia5o6 oa465 „_i 7~^ 

•^ ^ P * o.ooioi 41888 

r =s 1.33570 645 ^, ^ ^ - 

'' ' . 64— i6p*cosaA= 64.o5ia 

sin A.... 9.89157 998ai ^^ 0.00019 a 



o.5a755 5a96i 



8iQ» =! 64.o5i59 a 

i.8o65a 857a4 8 



y 0.31891 53782 

y = 1 .65545 956 8i 1 .90848 5o'i88 8 

Q» 9.89804 35536 

Q* 9«9745i 08884. 

Soitf 3* f = c. 

f*sinaX... 8.73180 9i485 4 p*cosaA= — o.oia8 

i-|-p*cosaA.. 9.9944051467 i4"P*cosaA=s 0.987a 

tang« 8.75740 40016 4 .8--fcosaA= 8.o,a8 

a> = 5'» 7'56",355oa p'sinaA 8.75180 91485 6 

8.oia8 0.90578 45039 



A = 5i<'4o'54"56703 5 

i^...\.. 11.54,086325 *«°S^ 7.82802484544 

5,52. 8,45525 ^ = <>° ^5' 8",,7345 

i«», 3.30.43,364765 1 + sp* cos 3 A ^ o . 9744 

A = 49.51.36,18848 5 P* = ^•°^^Q7 2 

P» = 0.97747 3 

Tous m. 45 
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P"* 0.00371 087786 

Q~* 0.02522 4^555 6 

2 . » o • 5oioâ 99956 6 

0.32996 50690 8 
cosÂ 9.81255 i85o3 2 

j 0.14229 69094 

jr =: I .38770 422 

sin A 9.88120 04409 3 

0.3299JS 50590 8 

y 0.21 î 16 55ooo 

/ = I. 62616 833 

Continuant ces calmais jusqu'à pi=ioe, on aura pour résultat les deux 
séries d'ordonnées comprises dans le tableau suivant : 



P* «•%» 9*99010 4^367 2 

P 9*995o5 21628 6 

P""* 0,0049478371 4 

64 — i^*cos2A = 64» 2048 

p* = o ,00307 3 

8iQ* = 64.20787 2 

Q* 9-89910 32577 4 

Q«.....t»... 9,94955 16288 7 
Q""' ô.o5o44 83711 5, 



f 


J- 


y 


f 


J^ 


y 





t.3iS44 090 


I. 66421 610 






;« 


1.33370 643 


I .65543 936 


"i-e 


1.34794 558 


0.12079977 


e 


1.38770 4^2 


I. 62616 833 


6e 


I.2o322 000 


0.04789 248 


le 


1.47386 142 


1.56775 8o5 


^e 


1.07207 210 


0.00357 ^^ 


2e 


1.58244 71^ 


1.46727 286 


7« 


0.95543 898 


— 0.02147 ^^ 


le 


1.69330 loa 


i.3i25i 870 


^e 


0.85569 026 


— .03403 719 


3e 


1*77571 5^3 


1.1M17 880 


8e 


o.«j682o 098 


— 0.03875 98a 


ie 


1.79896628 


0. 85544 658 


^e 


0.69812 890 


— 0.03872 4'* 


4e 


i«75oo5 44? 


0.60860 649 


9e 


0.62574 735 


î— 0.03593 729 


1^ 


I. 64134 989 


0.39575 143 


^e 


0.56755 8i8 


— 0.03169 *^^ 


5e 


ï499ï5 1*3 


0.23348 838 


loe 


o.5t63o 722 


— 0.02680 755 



Maintenant , si Ton considère Faire à laquelle appartiennent les ordon- 
nées^^ comme étant formée de dix trapèzes paraboliques détermina 
par vingt-une ordonnées équidistantes^ la somrtie de tous ces trapèzes sera 

exprimée approximativement par la formule g ( S -f- 4S' + 2S') , dans 

laquelle S désigne la somme des ordonnées extrêmes , S' la somme des 
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ordonnées de rang pair, et S" la somme des ordonnées de rang îm-* 
pair, les deux extrêmes exceptées. Appliquant donc cette formule à la 
série des ordonnées^, on aura Faire cherchée Jj'df^=ze(i2.4']^5'j i5i3); 
multipliant cette quantité par M, et désignant par '^'a -f- -^'S la somme 
des deux fonctions imaginaires qu'on veut déterminer , on aura l'é-» 
quation 

M(4'a -f- 4'ff) = Me(i2. 47257 i5i5) &= 4.79507 7875. 

Le second membre est une valeur approchée de 

5F'o =3 4^ 79442 6; 

et Ton ne peut guère attendre une approximation plus grande de la 
méthode des quadratures que nous avons employée : ainsi nous regar- 
derons comme exacte l'équation 

M (4'm + 4*'^ ) S5 5F'c. 

n s'ensuit que , dans ce cas , l'équation ( 3 ) ne pourrait être que de 
la forme 

M(4'a + -ye =fc 4'2) = sf-u ± M4'2; 

mais alors le second membre ne serait plas une constante indépaidante 
du premier membre , c'est-à-dire uniquement formée des fonctions 
F'c et F'6, comme on l'a vu dans les exemples I et II. Ainsi nous 
avons trouvé la valeur exacte de la somme des fonctions imaginaires 
4'ct + 4'^ s ™^^^ cette valeur ne satisfait pas à la loi que suit cons- 
tamment l'équation (3), lorsque le premier membre n'est composé que 
de fonctions réelles. 

Venons maintenant au résultat qu'offre la série des ordonnées j^. En 
appliquant la même formule à cette série, on trouve pour l'expres- 
sion de Taire 6(5.80726 758) , et, en multipliant par M, on aura 
l'équation 

M(4'a + 4'S) = Me(5,8o726 758) = 2.23260 3oi25. 
D'un autre côté, nous avons trouvé Féquatîon 

M4'2 = 2P'c — 1.06269 37403, 
qui, étant ajoutée avec la précédente, donne 

M(4'« -h 4*^ + 4*^) = aF'c + 1*16990 9272;». 

45.. 
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Or , je remarque que le nombre compris dans le second membre s'ap- 
proche beaucoup de la constante ¥^b — F'c, car on a 

F'A — ¥'c = 1.16992 11452 6; 

et l'on voit que la différence de ces deux nombres n'est que d'une 
unité décimale du cinquième rang, qui est le sixième chiffre signifi- 
catif. On peut donc regarder comme rigoureusement exacte l'équation 

M(4'a + 4'^ + 4'2) = F' A + F'c, 

dont le second membre s'accorde avec la loi générale observée dans 
l'équation (3). Ainsi nous avons un second exemple fort remarquable 
du calcul des fonctions imaginaires, où la loi de l'équation (5) est ob- 
servée, comme dans le cas oii le premier membre ne contient que des 
fonctions réelles. 

Puisque nous connaissons deux valeurs de la quantité M (>[/'« *f- '^'Ç) , 
savoir , 

M (^/fit 4- W = 3F«c , 

M(4'a + 4'^) =^ F'* — F'c + F(c, 75°) — F(i, i5-), 

ces deux valeurs étant nommées Z et Z% nous avons démontré ci-dessus 
qu'on en connaîtra deux autres , savoir : 

(Z + Z')^i et (Z-Z')v/î. 

On pourra encore admettre pour la quantité M (4'<k + 4'0 ^^ quatre 
mêmes valeurs , précédées de signes différens ; mais de ces huit valeurs il 
n'y a en qu'une exprimée, comme on l'a vu, par F*c-|-F'i— M4'2=:Z', 
qui satisfasse à la loi généralement observée dans Téquation (3). 

Il nous reste enfin à faire voir comment on peut vérifier, de la ma- 
nière la plus satisfaisante, les résultats obtenus dans l'exemple III. Mous 
nous proposerons, pour cet effet, dé vérifier par un calcul rigoureux 
l'équation 

M (4'a 4- 4'€ + 4'2) = F'c -f- F-i , 

qui s'accorde avec la loi générale de l'équation (3) ; il faut donc faire 
voir que les fonctions imaginaires 4'^ "h 4'^ ^^^ telles qu'on a exac- 
tement 

M(4'« + 4'€) = ri — F (A, i50 — F'c + F(c, 75^). . 
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Pour simplifier le second membre, soit F*6 — F (6, i5**) = F(ô, A) 
et ¥'c — ¥{c, 75**)= F(c, fjL); les angles A et )tt seront déterminés 

par les équations tang A tang 15** = ^, tang /x tang 75* = i ^ d'où 

résulte 

tanffA— — ^^^!^ cos*A— 2=ii^ tancic— ^^^ ms^ii — 7 + 4t/3 
tangA_3^j_^5, COSA— ^^ , ^^°8^— 3j/3qû5' ^^^ '^ TS — ' 

et, par ce moyen, le second membre se réduit à F (ô , a) — F (c, /z). 

J'observe maintenant que , pour calculer l'aire /ydp égale à la somme 
des deux fonctions imaginaires, nous ayons cru devoir rapporter ces 
fonctions à la seconde forme représentée par 4/'^ et 4'^î ^^^îs dans le 
cas des racines imaginaires, qui ont plus d'étendue que les racines réelles, 
la distinction des formes qui conviennent aux racines réelles devient inu- 
tile , et il est plus simple d'employer directement les deux valeurs de a: 

données paj l'équation :r' — ^a: + ^=o; de sorte qu'en appelant 
ces valeurs x et a/, on aura 

Tout se réduit donc à trouver la valeur de \x + '^ocf ^ comme si la 
fonction AfX appartenait à la première forme des fonctions %}/. Dans ce cas, 
on aurait pour toute valeur réelle de ^ la formule 

yi^x = ¥(c, (p) + ¥(b, p); 

on aura donc semblablemeht , pour nos deux valeurs imaginaires, l'é- 
quation 

Maintenant, puisqu'il s'agit de vérifier l'équation 

M(4jc + '^x') == F(6, A) — F(c-, /t), 

on doit présumer que cette équation se divisera en deux autres rela- 
tives à chacun des deux modules, c'est-à-dire qu'on devra avoir les 
deux équations 

F(c, ç) + F(c, (p') = -F(c, iu), 
F(i, (P) + F(^ç>0 = F(6, A). 
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La difficulté ëtaut rëdniite à ce point, on va ¥oir qu'elle sera prooiptement 
résolue, car la vérification de Vuuq da ces équations entraîne celle de 
lautre, puisque celle-ci se déduit de la première, en changeant simple- 
ment le signe de v^5. 

D'après la formule donnée tome 1", page 19, on voit que l'équation 
transcendantç JF(c, <?) + F(c, çj']=rdbF(Cj fc) est représentée par 
l'équation algébrique 

(A) sîn*/iA = cos*(p + cos'(p^4- c*sin')Dtsîn'(psin*^' — 2COs/Ei cos^ cos ^'. 

Or^oaa 

sin'<^r=,--^^j—r, Sîn*?>'= ^' 



de là 

Substituant les valeurs a? + a:' = y , xx' =5 ^ , on aura 

3 
sin* ç sia* ^' == -. 

On a en même temps 

^-r^c» ^ ^ (1 —X) (3— X) 4 1^ 

^ (i+ar)(3 + x) ^ i-fx 3+j:' 

et par conséquent 

^ . , _ (1— ar — g'+a?g) (9 — 33? — 3j/ 4- j:j:0 i 

COS (p COS (p _ (i^^ + jc'^^^') (9 + 3x + 3:r' + ara:') ^ 75' 

. / , i3 23 i3 

COS» (p + cos' (p = a+g-— y = — 2^, 

Substituant ces valeurs dans l'équation (A), ainsi que celles de cos fx ^ ^"^ ^ 
et sîn» At = F^> ^^ trouve que cette équation est identique, en pre- 
nant , comme on en est bien le maître , cos (p cos »' = — —g. 

L'éqpatiou pour le modula c étant aiasi vérifiée , Téquatioo pour le 
module b le sera également , puisque l'une se déduit de l'autre ^ en 
changeant simplement, dans toutes les valeurs, le signe de v/3. On 
doit donc regarder comme rigeureusemenf démonii^ les résultats ob* 
tenus dans l'exemple III. 
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Nous terminerons ici les additions que nous nous étions proposé de 
faire à notre ouvrage^ en profitant des découvertes récentes de MM* Abel 
et Jacobi dans la théorie des foncrions elliptiques. On remarquera que la 
plus importante de ces additions consiste dans la nouvelle branche d'ana- 
lyse que nous avons déduite du théorème de M. Âbel > et qui était restée 
jusqu'ici tout-à-fait inconnue aux géomètres. Cette branche d'analyse, k 
laquelle nous avons donné le nom de théorie des /onctions ultroreUiptiques^ 
est infiniment plus étendue que celle des fonctions elliptiques, avec la- 
quelle elle a des rapports très intimes; elle se compose d'un nombre indé- 
fini de classes , qui se divisent chacune en trois espèces , comme les fonc- 
tions elliptiques, et qui ont d'ailleurs un grand nombre de propriétés. 
Nous n'avons pu qu'effleurer cette matière j mais on peut croire qu'elle 
s'enrichira progressivement par les travaux des géomètres, et qu'elle finira 
par former une des plus belles parties de Tanalyse des transcendantes. 

Paris, le 4 man i832. 
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. Errata. 

Page 17a, ligoc avant- dernière, V(i— j^), lisez v^(i — j^») 

ao5, 10, dt Aw -J- ar -H I , lisez ± Ai» H- » 4- 1 

3o4, 9» G =, Usez c =z 

So5, r , la valeur, lisez la valeur corrigée 

S07, 5, mettez D an lieu de ÎY 
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